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LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen bi deribatu eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa burutuz, egiaztatu 
irudikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9y 2 =x(x-3) 7 




A.I.- OX simetria ardatzeko kurba bat da (funtzio bikoitza da): 



1 



1 



y = ± — (x - 3) v x = + — (3 - x) vx 



Definizio eremua: x > => D = {jce/?/x>0} 



Ardatzetako elkargune: y = => x = a x = 3 => A(0,0) a 5(3,0) 



l.Deribatu(y>0) : y = -(3-x)>Jx -> y' = - 



Puntu singularrak: 

y = ^> l-x = ^> x=l: C(l,-2/3) 

y = oo ^> x = : A(0,0) 



x + 



3- x 

l4x 



1-x 
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x=0 x=l 

y'>0, Vxe(0,l) funtzio gorakorra, y'<0, Vx > 1 funtzio gorakorra: 



x = l: ukitzaile horizontaleko puntu: maximo erlatibo C(l, -2/3). 
x = : ukitzaile bertikaleko puntu: A(0,0). 



A.2.- Irudiko korapiloaren azalera kalkulatu. 



Integralaren interpretazio geometrikoa da kalkuluaren oinarria: 
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Calculo del area del lazo, A : 

A = — \ vx(3- x) dx = — \ (3x U2 - x 312 ) dx 
-iJo T Jo 



o 3/2 5/2 

3x x 



3/2 5/2 



3V3--V3 



8V3 2 
—— O ) 



c 3 +1 

A.3.- Froga ezazu L= — -j=- 

J V x 

adierazten duela. L kalkulatu. 



dx integralak irudiko korapiloaren luzeraren balioa 



Horrela da, zeren korapiloaren luzera, L, hurrengo eran kalkulatzen da: 



L: 



JlHyfdx 
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dx 



jx 2 +2x + l , r x + l , 
dx = — 1= dx 



4x 
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Luzeraren kalkulua: 



L= — ^^dx= \ (Jx + x l ' 2 ) dx 
Jo yfc Jo 
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-3V3 + 2V3-0 



4^3 (u) 



A.4.- Irudiko korapiloak OX ardatz inguru biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 



A r nY = 2n\ yJl + (y') 2 dx = — Jx(3- x) — =r- dx = — \ (3 + 2x - x 2 ) 
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[9 + 9-9] = 6tt (w 2 ) 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z(x, y) funtzioa: 

-i T ^fy+ xLn y 

z + Lny = O J 

non (((>) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. Aurkitu ahalik eta era 

Hy Hy 

sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: E = x(x + y) 1- y 2 — 

dx dy 



(x) eta (y) aldagaiekiko deribatuz, hurrenez hurren: 



z-'+Lny = of y + ^ Lny j = ofl + Lny 
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z + — = • 

dy y 
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x y ; 
Aurreko deribatuak E adierazpen diferentzialean ordezkatuz 



dz z ^, (x + y)z 
— > — = <D . =- — 

dy y 



x y 



/ x ^ z 2 dz yz 2 2 

E = x(x + y) — + y — = x(x + y) • ^^-O + y 

' dx ' dy x 



z > (x + y)z 
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E = (x + y) ^- • O' + y 2 • - — (x + y)y 2 • -^— • O' 
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E = (x + y)- — [O'-O'j + yz 2 
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B.2.- Askatu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

-yLny 
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x-Lny 



; yO) = e 



(x- Lny) 
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X H X = — 

yLny y 



Ekuazio lineala, beraz (zehatzgarria baita ere. Ikus: n = 1/y). Hurrengo eran askatuko 
dugu: 



x = e 
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y L „y 



Lny—dy + C 
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edota: 2x ■ L n y = (Lny) 2 + C 

Hastapen baldintza: y(l) = e; 

2-Le = (L n ef + C O 2 = 1 + C O C = \ 
Soluzio partikularra, azkenik: 2x L n y = (Lny) 1 + 1 



BIGARREN LAUHILABETE 



C.I.- Aska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" + 2x + 5x = 3e~' cos 2. ; x(0) = x (0) = 

Laplace-ren X eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



3(p + l) 



(p 2 + 2p + 5)X(p)= 3{p+ }\ -> X(p) = 

V ' (p + l) 2 + 4 [(p + i)2 + 4 



Idatz daitekeena: X(p) 



p + 1 
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(p + i) 2 +4 (p + iy +4 



F(p)-G(p) 



Konboluzio teoremarekin baliatuz, hurrengo integrala ebatziz lortuko da X(p) -ren 
alderantzizkoa: 

x(t) = £ \X(p)] = £ \F(p) ■ G(p)] = f ' f(u) ■ g(t - u)du 

J 

Aldez aurretik f(x) eta g(x) Alderantzizko Taula-ren bidez kalkulatuko ditugu: 



f(x) = ^ 
Azkenik: 



p + \ 



(p + iy +4 



e 'cos 2t ; g(x) = XT 1 



(p + 1) 2 +4 
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c(.) = e u cos 2u ■ — e-"- u) sin 2(t -u)du = —e' cos 2u ■ sin 2(t - u) du 

Jo 2 2 Jo 
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x(.) = — e I [cos 2« (sm 2. • cos 2« - cos 2. • sm 2u) ]du 



x(t) = -e ' 

2 

3 
x(t) = —e 

2 



x(t) = —e 
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sin 2. ca? 2 2« J« - cos 2. sm 2« cos 2u du 

Jo Jo 



_m 2. f _m 2. • cc. 20 - *^ z 2. 

- t + - cos 2. 
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sin 1 2. • co_ 2. co_ 2. • _m 2 2. 



t sin 2. 
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. e ' sin 2. 



C.2.- Kalkulu operazionala erabiliz, aska ezazu hurrengo ekuazio integrala: 

t r' 

x(t ) = x(u)Sh(t-u)du 

9 Jo 



Laplace-ren X eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



X(p) = ~-X(p)-^— -+ X(p) 
2 p p -1 



1 + - 



1 P - 

- -> X(p) = ^- 



X(p) = \-\ 

p P' 



X" alderantzizko eragilearekin x(t) erdietsiko dugu: 



X (t)= £ x [x( P )] = z x 
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D.- Oktante positiboko [C] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 
[a,]: x + y + z-S = 0; [aj: x + 4y-S = [a 3 ]: x + 2y-8 = 

D.I.- [C] gorputz homogenoaren grabitate-zentru geometrikoaren x c koordenatua 
kalkulatu. 



(0,0,8) 



z = S-x-y 




(0,8,0) 




y = - 



XOY plano gaineko ["] gorputzaren 
proiekzio zilindrikoa. 



Grabitate-zentru geometrikoa. x c koordenatuaren kalkulua (homogenoa:5 konstantea). 
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m c 5Jjj dxdydz \\\ dxdydz V c 



Bolumenaren kalkulu 



K = \\\ dx dy dz=\\ dxdyi dz=\dx\ (8 - x - y) dy 

JJJC " JJD-XOY JO JO J(S-x)/4 
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YOZ planoarekiko momentuaren kalkulua: 



rrr rr ç&-x-y f 8 p(8-i)/2 

M yoz = 1 1 1 xdxdydz = 1 1 xdxdyl dz= xdx\ (S- x- y)dy 
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•ttfo: 
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J x(8-x) dx = — j (64x-16x" +r j<ix : 
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64-?= + 32 
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Azkenik: 



M yoz _ lll xdxdydz _ 160/3 
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D.2.- [C] gorputzaren [aj muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 



D.2.- [a,] muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu . 

OZ-rekiko erregularra da [a, ] gainazal mugatzailearen atala, bere XOY plano gaineko 

proiekzioa aurreko D.l -eko integral hirukoitzetako eremua den ~ triangelu bera da. 
Integral bikoitza bilakatuz hurrengo eran kalkulatzen da Gainazal Integrala: 

dxdy 
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A ORRIA 

Ebatz itzazu ondorengo ekuazio diferentzialak: 



[1] y"-4y' + 4y = 12x 2 e 2x 

3 



y(0) = 0, y'(0) = l 



[2] 



x" + 9x = 



sin3t 



B ORRIA 

[3] Aurki bedi < x < 2 tartean irudiko e(t) funtzioarekin konbergentea den Fourier- 

en cosinuetako seriea. 

e(t) 




t =0 puntuko seriearen balio partikularraren bidez, dagokion zenbaki-seriearen balioa 
kalkulatu. 



[4] LC serie-zirkuitu bati ondorengo eredu matematiko dagokio: i'(t) + 10 4 [ i(t)dt = e(t) , 

J0 

non e(t) [3] ariketan definituriko funtzioa den. 

Askatu i(t), i(0)=0 hastapen baldintzarako. i(2) kalkulatu. 



C ORRIA 

[5] Biz D eremu planoa, ondorengo lerroek mugatutakoa, 

x 2 + y 2 -3 = ; x 2 + y 2 -5 = ; x 2 -y 2 -l = ; x 2 -y 2 -l = 



5.1. [D] eremua marraztu. 



5.2 Adierazi ondorengo integralaren bi garapen eta limiteak (aurrenekoz x-rekiko 
integratuz, aurrenekoz y-rekiko integratuz, hurrenez-hurren): 



I 



= jj D f(x,y)dxdy 



5.3 f(x, y) = 8xy denerako eta aldagai-aldaketa egokia erabiliz, I integrala kalkulatu. 

[6] Biz C gorputz geometrikoa, ondorengo gainazalek mugatutakoa: 

2{x 2 + y 2 , - z 2 = (0 < z < 4) ; x 2 + y 2 + 2z - 16 = (4 < z < 6) ; z = ; z = 6 

6. 1 Aurki ezazu C gorputzaren bolumena. 

6.2 Kalkulu integralen bidez aurkitu C gorputzaren azalera. 



y } = 4x funtzioa ekuazio homogeno asoziatuaren soluzioa delarik, ondorengo ekuazio 
diferentzialaren soluzio orokorra kalkulatu: 

x(2x + 3)y"-6(x + \)y' + 6y = 4x(2x + 3) 2 , 



Laplace-ren eragilea ondorengo sistemari aplikatuz, 



frogatu x(t) koordenatuaren ondorengo soluzioa: 



x'(t) + y(t) = 

x(t) + y'(t) = cost 
x(0) = l,y(0) = 

x(t) = (Cht + cost)/2 



C.l Aurkibedi 0<x<l tartean y = 2-x~ parabolarantz konbergituko duen Fourier-en seriea. 
C.2 x=0 eta x=l puntuetan aurkitu seriearen konbergentzia-balioak. 

C.3 Fourier-en seriearen balio partikular baten bidez, egiaztatu ondorengo serie alternatuaren 
balioa: 



1111 

l 2 2 2 3 2 4 2 



. + (-D" +1 4 + - 
n 



Yl 



Marraztu ondorengo integral bikoitzaren \D\ hedapen-eremua: 

/•1 ç4y 2 rl p4(2-y) 

I= \Jy\, ^f( x >y) dx+ l d y\, n ,f( x ,y) dx > 



bere grabitate-zentru geometrikoaren koordenatuak kalkulatuz. 



(E) Biz [Cl gorputz geometrikoa, ondorengo gainazalek mugatutakoa: 



x 2 + y 2 + z 2 -&z = 0, 0<z<l 
x 2 + y 2 + z-8 = 0, l<z<7 



E.l Aurki ezazu [Cl gorputzaren grabitate-zentruaren kokapena. 
E.l [Cl gorputzaren azalera totala kalkulatu 
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LEHEN ATALA 



A.I.- Marraz ezazu ondoko ekuazioa betetzen duten zenbaki konplexuen toki 
geometrikoa: 

z + 2-4(z + 2r' =0 (5puntu) 

A.2.- Gutxienezko azterketa analitikoarekin baliatuz, definizio-eremua eta deribatua 

bederen, marraz ezazu ondorengo ekuazioarekin definituriko funtzioaren adierazpen 

grafikoa: 

1-jc 
y 2 = (6 puntu) 

l + x 



1- x 



A.3.- 1 = 2 , /- — — dx integralaren interpretazio geometrikoaren azalpena eman. 

(2 puntu) 



Vl + x 



A.4.- Frogatu aurreko integrala / = 8 



dt den, eta ordezkapen trigonometriko 



egoki baten bidez kalkulatu. (7 puntu) 

BIGARREN ATALA 



r y 



B.I.- Biz z = z(x, y) funtzioa, ondoko ekuazioaren bidez definitutakoa: 

l + 2xyz = 2x 2 -0 
non (§) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. 



x 



Ahalik eta era simplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa aurkitu: 

( 8 puntu) 



xy 



dz dz 

x hy — 

dx dy 



B.2.- Diferentzial zehatza bilakatuz, hurrengo ekuazio diferentziala integratu: 

(2xy 2 + ycosx)dx + [3x 2 y + 1sinx)dy = (6 puntu) 



B.3.- Ekuazio diferentzial linealera laburtuz, hurrengo ekuazio diferentziala integratu: 

y' + y = (cosx - sinx) y 2 

(6 puntu) 
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Finala: HIRUGARREN ATALA 



C.1.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" + 2x -3x = 64te 3t ; x(0) = x' (0) = 



(5 puntu) 



C.2.- 0<x<2 tartean y = -x 2 +Ax-A parabolarekin konbergentea den Fourier-en cosinuetako serie 

bat aurkitu. 
Kalkula ezazu seriearen balio partikularra x=0 puntuan. 

(5 puntu) 



2n Partziala: LEHEN ATALA 



A.I.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" +2x-3x = 64te~ u ; x(0) = X (0) = (7 puntu) 



A.2.- < x < 2 tartean y = -x' +Ax-A parabolarekin konbergentea den Fourier-en cosinuetako 

serie bat aurkitu. 

Kalkula ezazu seriearen balio partikularra x = puntuan. (7 puntu) 

A.3.- Konboluzio-teoremarekin baliatuz, hurrengo hastapen-baldintzatako ekuazio diferentzialaren 
soluzioaren formula integrala kalkulatu 

r -4y+3y = f(t); y(0) = l,y(0) = l 

(6 puntu) 



C- A.I.- Askatu ondorengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" + 2x -3x = 64te~ 3 ' ; x(0) = x' (0) = (5 1 7 puntu) 



X(p) 



£[x" + 2x'-3x] = fi[64^ 3f ] ; x(0) = x'(0) = 

p 2 • X(p) + 2p • X(p) - 3 • X(p) = — ^ 

(p + 3) 

64 64 64 



(p 2 + 2p - 3)(p+3) 2 (p - l)(p+3)(p+3) 2 (p - l)(p+3) 3 



X(p) 



64 



A B C D 

+ t + r + - 



(p-l)(p+3) 3 p + 3 (p + 3) 2 (p + 3) 3 p-1 



64 = A(p + 3) 2 (p - 1) + B(p + 3)(p - 1) + C(p - 1) + D(p + 3) 3 



3. maila: 


= A + D 


A = -1 


p=0: 


64 = -9A - 3B - C + 27D 


B = -4 


p=-3: 


64 = -4 C 


C = -16 


p=1 : 


64 = 64 D 


D = l 



x(t) = sr 1 [x(p)] = sr 1 



-l 



■16 1 

■ + ■ 



p + 3 (p + 3)" (p + 3) 3 p-2 



e 2 '-^ 3f (l + 4r + 8r 2 ) 



C-A.2.- < x < 2 tartean y = -x 2 +Ax-A parabolarekin konbergentea den Fourier-en 
cosinuetako serie bat aurkitu. 
Kalkula ezazu seriearen balio partikularra x = puntuan. (5 1 7 puntu) 

Se realiza una prolongacion par como se muestra en la figura. 




y = -(x-2T 



La serie y coeficientes de Fourier son: 
a = -| f(t)dt; a k =- 



k7it 



J o P f(t)cos— dt; b k =0; S(t) = ^ + J]a k 



cos- 



k7Tt 



Al sustituir p = 2 y operar: 

a =-j o 2 (x-2) 2 dx = ^-[(x-2) : 



2 = -l 

o~ 3 



[0-(-8)] 



a k = - j (x - 2) 2 cos^^dt 



krrt 

T 



a k zatika ebatziko da 



f2 2 kict , 
- (x-2) cos dx 

Jo 



-(x - 2) 2 = u du = -2(x - 2)dx 

krcx . 2 . k7rx 

cos dx = dv v = — sin 

2 kic 2 



2(x - 2) 2 . krcx 
sin 



krc 



4 f 2 



. krcx 



2 '+ t* ■-•-" 

+ — (x-2)sin dx 

o kic Jo 2 



/1 . ] k TTX 

[0 - (-8)sink7c] + 1, = Ij =— J"(x-2)sin dx 



4 r 2 



. krcx 



k7T Jo 



f (x-2)sin dx 



(x - 2) = u du = dx 

. krcx , , -2 krcx 

sin dx = dv v = — cos 

2 k7r 2 



kTU 



2 , _. krcx 
— (x-2)cos 

krt 2 



2 8 r 2 kTix , 
H H cos dx 

o (k:t) 2 J o 2 



(k;i) 



8 [0-(-2cos0)]+ 8 



(k:t) 2 _c 



. krtX 

sin 



-16 



o (k7r) 2 



-16 



1 (tatf 




Resulta la serie de cosenos: 



S(t) 



00 

1_V — 



krt 
COS X 

2 



En x = la funcion periodica desarrollada presenta un punto de continuidad. De acuerdo con el teorema de 
Dirichlet se cumple: 



-4 16 V 1 

4= ^"^_F^ 



00 

-4 16\^cos0 

1 
oo , 

Z^=S(k)= -4 + 



'-TE^ 



v 16 y 



71" 

~6~ 



Los primeros terminos dela serie numerica obtenida son: 



„,,,111111 7Z 2 

S(k) = — + — + — + — + — + — + ....= — 
l 2 2 2 3 2 5 2 6 2 T 6 



A.3.- Konboluzio-teoremarekin baliatuz, hurrengo hastapen-baldintzatako ekuazio diferentzialaren 
soluzioaren formula integrala kalkulatu 



y-4y+3y = ftt); y(0) = l, y (0) = l 



(6 puntu) 



£[y"-4y' + 3y] = £[f(t)] ; y(0) = 1; y'(0) = 1 
p 2 -Y(p)-p-l-4[p-Y(p)-i] + 3-Y(p) = F(p) 



Y(p) = -^^+ P " 3 



F(p) p-3 



F(p) 1 



p-4p + 3 p-4p + 3 (p-3)(p-l) (p-3)(p-l) (p-3)(p-l) p-1 



y(t) = £i[Y(v)] = £ x 



F(p) 



1 



(p-3)(p-l) p-1 



£T X 



F(p) 



(P-3XP-D 



ST L 



p-1 



y(0 = sr x 



F(p) 



(P-3XP-1) 



t t 
e =e 



h(t) 



(*) 



Konboluzio teorema 



h(t) = sr 1 



F(p) 



1 



(p-3)(p-l) 



\j(t-T)-g(T)dz , non g(t) = £ L 

J 



1 



(p-3)(p-l). 



g(t) = £ x 



1 



(p-3)(p-l) 



£-' 



A B 

■ + ■ 



p-3 p-1 



s.- 1 



1/2 1/2 



p-3 p-1 



ir e 3t 

2 L 



beraz: 



*(0 = £ * 



F(p) 



(p-3)(p-l) 



1 f 



\j(t-T)-(e u -e T )dr 



azkenik: 



(*) 



1 ft 



j(0 = ^ + -j o /a-r)-( e 3r - e r )rfr 



C.A.l 



x" + 2x - 3x = 64te 3t ; x(0) = x' (0) = 



(5 1 7 puntu) 



Ekuazio karakteristikoa: r^+2r-3 = => r= 1 (s = 1) Ar= -3 (s = 1) ; SOS=je',e 3 ' 

Homogeno asoziatuaren Soluzio orokorra: x HA = C x e +C 2 e 



Parametroen Aldakuntza Metodoa 



Ekuazio Osotuaren Soluzio Orokorra: x HA = C x e' + C 2 <? 



*OSO ~~ M e + ^2 e 



(*) 



t' ' t' " 3t A 

L e + L 2 e =0 

L (e' ) + L 2 (-3e" 3 ' ) = 64te" 3 ' 



L + L 2 e =0 

L +L 2 (-3e' 4t ) = 64te' 4t 



Ekuazioetako kenketatik: L, (4 L. e 4f ) = -64e 



L, =-16« 



L', = -L' e~ 4 ' = 16fe~ 4 ' 



L : = 16JV 4 'fif 

L i= 4[-te- 4r +je- 4 'dt~\ = 4 



u =t du = dt 



dv = e 4 'dt v = — e 
4 



= 16 



-1 -4, i 

-te +- 



-4, -1 -4, 

-te + — e 
4 



[e^'dt 

4 4 J 

+ C 1 =[-4r-l]e" 4 '+C 1 



L 2 = -16J"f rff = -8r +C 2 



Ekuazio Osotuaren Soluzio Orokorra: 



(*) 
Azkenik: 



l oso 



=e' [[-4f-l]e-"+C 1 ] +e~ 3 ' [-8f 2 +C 2 ] = C^e' + C 2 e~ 3 ' + e~ 3 ' [-8f 2 - 4f - 1 



c oso =C, e' + C 2 e~ 3 ' + e 3 ' -8f 2 - 4/ - 1 



Hastapen baldintzak 



x^C^e' +C 2 e 3 '+e 3 '(-8f 2 - 4f - 1) 



, n t ,,„ -3f , -3f 

x =C x e -3C 2 e +e 



-3(-8f" -4f-l) + (-16f-4) 



x(V)=Ç, x +Ç, z -\ = § 


C 1= l 


x\d)=C x -^C 2 -\ = Ç) 


C 2 =0 



Soluzio Partikularra: 



x oso =e'+e ' -8f'-4f-l 



C.A.2 



X+2x-3x = 64te u ; x(0) = x* (0) = 



(5 1 7 puntu) 



Ekuazio karakteristikoa: r+2r-3 = => r = 1 (s = 1) a r = -3 (s = 1) ; SOS = le' , e 3t 

Homogeno asoziatuaren Soluzio orokorra: x HA = C x e +C 2 e' 



Koefiziente indeterminatuen metodoa: 



(*) 



e e x„, I r = -3 (s = 1) 
HA 



64fe 
i i 

gai ez-homogenoa 



X Qsp =(Af + B )e" 3 ' • t = [kt 1 + B/ ! 



(Af 2 +Bf)e" 3 ' 

X' = e" 3 ' [ (2Af + B) - 3(Af 2 + Bf )] = e" 3 ' [ (-3A)f 2 + (-3B + 2A)f + B 

X" = e" 3 ' [ 9Af 2 - 3(-3B + 2A)f - 3B - 6 Af + (-3B + 2A) 
X" = e" 3 ' [ 9Af 2 + (9B - 12A)f + (-6B + 2A) 



X" = e" 3 ' [ 9Af 2 + (9B - 12A)f + (-6B + 2A) 
2X' = e" 3 ' [ - 6Af 2 + (-6B + 4A)f + 2B 
-3X =e" 3 '[-3Af 2 -3Bf 



X" + 2X' - 3X = e" 3 ' [ (0)f 2 - (8A)f + (-4B + 2A)1 = 64fe" 3 ' 
Azkenik: [ - (8A)f + (-4B + 2A)] = 64f =: 



-8A = 64 
-4B + 2A = 



A=-8 
B =-4 



Ekuazio osotuaren Soluzio Partikular: 

n 

Ekuazio osotuaren Soluzio orokorra: 



X = -(8f 2 + 4f)e" 3 ' 



■^OSO -*HA + ^OSP 



C,e'+C 2 e" 3 '-(8f 2 +4f)e" 3 ' 



(*) 



Hastapen baldintzak 



x = Cje'+C 2 e 3 ' -(8f 2 +4f)e" 3 ' 



x'=C ie ' -3C 2 e 3 ' +e 3 ' -3(-(8f 2 + 4f) + (-16f - 4) 



x(0) =Cj + C 2 = 
x'(0) =^-3^-4 = 



C 1= l 
C 2 =-1 



Soluzio Partikularra: 



(*) 



Xrivn =e + e -8f - At - 1 
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LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen bi deribatu eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa burutuz, egiaztatu 
irudikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9y 2 =x(x-3) 7 




A.I.- OX simetria ardatzeko kurba bat da (funtzio bikoitza da): 



1 



1 



y = ± — (x - 3) v x = + — (3 - x) vx 



Definizio eremua: x > => D = {jce/?/x>0} 



Ardatzetako elkargune: y = => x = a x = 3 => A(0,0) a 5(3,0) 



l.Deribatu(y>0) : y = -(3-x)>Jx -> y' = - 



Puntu singularrak: 

y = ^> l-x = ^> x=l: C(l,-2/3) 

y = oo ^> x = : A(0,0) 



x + 



3- x 

l4x 



1-x 

i4x 



/ 



x=0 x=l 

y'>0, Vxe(0,l) funtzio gorakorra, y'<0, Vx > 1 funtzio gorakorra: 



x = l: ukitzaile horizontaleko puntu: maximo erlatibo C(l, -2/3). 
x = : ukitzaile bertikaleko puntu: A(0,0). 



A.2.- Irudiko korapiloaren azalera kalkulatu. 



Integralaren interpretazio geometrikoa da kalkuluaren oinarria: 



G: 




Calculo del area del lazo, A : 

A = — \ vx(3- x) dx = — \ (3x U2 - x 312 ) dx 
-iJo T Jo 



o 3/2 5/2 

3x x 



3/2 5/2 



3V3--V3 



8V3 2 
—— O ) 



c 3 +1 

A.3.- Froga ezazu L= — -j=- 

J V x 

adierazten duela. L kalkulatu. 



dx integralak irudiko korapiloaren luzeraren balioa 



Horrela da, zeren korapiloaren luzera, L, hurrengo eran kalkulatzen da: 



L: 



JlHyfdx 



fi - 2 



1 + 



l-x 

i4~x. 



r> 



dx 



jx 2 +2x + l , r x + l , 
dx = — 1= dx 



4x 



24x 



Luzeraren kalkulua: 



L= — ^^dx= \ (Jx + x l ' 2 ) dx 
Jo yfc Jo 



3/2 1/2 
x x 



-3V3 + 2V3-0 



4^3 (u) 



A.4.- Irudiko korapiloak OX ardatz inguru biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 



A r nY = 2n\ yJl + (y') 2 dx = — Jx(3- x) — =r- dx = — \ (3 + 2x - x 2 ) 




<±<c 



3_ 27T 
0~T 



[9 + 9-9] = 6tt (w 2 ) 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z(x, y) funtzioa: 

-i T ^fy+ xLn y 

z + Lny = O J 

non (((>) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. Aurkitu ahalik eta era 

Hy Hy 

sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: E = x(x + y) 1- y 2 — 

dx dy 



(x) eta (y) aldagaiekiko deribatuz, hurrenez hurren: 



z-'+Lny = of y + ^ Lny j = ofl + Lny 



d_ 
c'x 



— = *'■(=?- 

dx l x 2 , 



dz y.z 2 
-> — = =— O' 

5x x 






z + — = • 

dy y 



'l O 



x y ; 
Aurreko deribatuak E adierazpen diferentzialean ordezkatuz 



dz z ^, (x + y)z 
— > — = <D . =- — 

dy y 



x y 



/ x ^ z 2 dz yz 2 2 

E = x(x + y) — + y — = x(x + y) • ^^-O + y 

' dx ' dy x 



z > (x + y)z 

y 



x y 



2 2 2 

E = (x + y) ^- • O' + y 2 • - — (x + y)y 2 • -^— • O' 



y 



x y 



yz 



E = (x + y)- — [O'-O'j + yz 2 

A. 



yz 



B.2.- Askatu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

-yLny 



y 



x-Lny 



; yO) = e 



(x- Lny) 



dy^ 

dx 



-yLny o 



dx _ x - Lny 



dy 



-1 1 

x + — <=> 

yLny yLny y 



, 1 1 

X H X = — 

yLny y 



Ekuazio lineala, beraz (zehatzgarria baita ere. Ikus: n = 1/y). Hurrengo eran askatuko 
dugu: 



x = e 



-li 



y L „y 



Lny—dy + C 

y 



l 



Lny 



(Lny)- 



+ C 



Lny C 

— - + ■ 



Lny 



edota: 2x ■ L n y = (Lny) 2 + C 

Hastapen baldintza: y(l) = e; 

2-Le = (L n ef + C O 2 = 1 + C O C = \ 
Soluzio partikularra, azkenik: 2x L n y = (Lny) 1 + 1 



BIGARREN LAUHILABETE 



C.I.- Aska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" + 2x + 5x = 3e~' cos 2. ; x(0) = x (0) = 

Laplace-ren X eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



3(p + l) 



(p 2 + 2p + 5)X(p)= 3{p+ }\ -> X(p) = 

V ' (p + l) 2 + 4 [(p + i)2 + 4 



Idatz daitekeena: X(p) 



p + 1 



3 



(p + i) 2 +4 (p + iy +4 



F(p)-G(p) 



Konboluzio teoremarekin baliatuz, hurrengo integrala ebatziz lortuko da X(p) -ren 
alderantzizkoa: 

x(t) = £ \X(p)] = £ \F(p) ■ G(p)] = f ' f(u) ■ g(t - u)du 

J 

Aldez aurretik f(x) eta g(x) Alderantzizko Taula-ren bidez kalkulatuko ditugu: 



f(x) = ^ 
Azkenik: 



p + \ 



(p + iy +4 



e 'cos 2t ; g(x) = XT 1 



(p + 1) 2 +4 



_■ '«'n 2? 



c(.) = e u cos 2u ■ — e-"- u) sin 2(t -u)du = —e' cos 2u ■ sin 2(t - u) du 

Jo 2 2 Jo 



3 _, 



x(.) = — e I [cos 2« (sm 2. • cos 2« - cos 2. • sm 2u) ]du 



x(t) = -e ' 

2 

3 
x(t) = —e 

2 



x(t) = —e 
4 



sin 2. ca? 2 2« J« - cos 2. sm 2« cos 2u du 

Jo Jo 



_m 2. f _m 2. • cc. 20 - *^ z 2. 

- t + - cos 2. 



2 ^ 1 ) 2-2 

sin 1 2. • co_ 2. co_ 2. • _m 2 2. 



t sin 2. 



3 



. e ' sin 2. 



C.2.- Kalkulu operazionala erabiliz, aska ezazu hurrengo ekuazio integrala: 

t r' 

x(t ) = x(u)Sh(t-u)du 

9 Jo 



Laplace-ren X eragilea aplikatuz, X(p) transformatua askatuko da: 



X(p) = ~-X(p)-^— -+ X(p) 
2 p p -1 



1 + - 



1 P - 

- -> X(p) = ^- 



X(p) = \-\ 

p P' 



X" alderantzizko eragilearekin x(t) erdietsiko dugu: 



X (t)= £ x [x( P )] = z x 



j i_ 

7~7 



1, 1 4 

-t 1 

2 24 



D.- Oktante positiboko [C] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 
[a,]: x + y + z-S = 0; [aj: x + 4y-S = [a 3 ]: x + 2y-8 = 

D.I.- [C] gorputz homogenoaren grabitate-zentru geometrikoaren x c koordenatua 
kalkulatu. 



(0,0,8) 



z = S-x-y 




(0,8,0) 




y = - 



XOY plano gaineko ["] gorputzaren 
proiekzio zilindrikoa. 



Grabitate-zentru geometrikoa. x c koordenatuaren kalkulua (homogenoa:5 konstantea). 



M 5JI I xdxdydz III xdxdydz II! xdxdydz 

m c 5Jjj dxdydz \\\ dxdydz V c 



Bolumenaren kalkulu 



K = \\\ dx dy dz=\\ dxdyi dz=\dx\ (8 - x - y) dy 

JJJC " JJD-XOY JO JO J(S-x)/4 



r s 



Vr 



V, 



{Z-x-yf 



(8-*)/2 -1 

dx = — 

(8 - x)/4 Z 



n 2 r3^ 2 



2 4 



j o 8 (8-x) 2 rfx 



r 8 


\(* 


,-*Y r 


3(8-x)Y 





[{ 2 ) { 


4 JJ 




5 
32 


"(8-x) 3 " 
-3 


s 5 8 3 

o"32' 3 



dx- 



80 
3 



YOZ planoarekiko momentuaren kalkulua: 



rrr rr ç&-x-y f 8 p(8-i)/2 

M yoz = 1 1 1 xdxdydz = 1 1 xdxdyl dz= xdx\ (S- x- y)dy 



M v 



(8-x-y) 2 



(8-x)/2 -1 

xdx = — 

(8-je)/4 2 



'____ff_f _______ 

I 2 J l 4 



•ttfo: 



M v 



- 2 s x 2 



J x(8-x) dx = — j (64x-16x" +r j<ix : 



32 



Af. 



32 



32 x~ x H 

3 4 



64-?= + 32 



160 



Azkenik: 



M yoz _ lll xdxdydz _ 160/3 



m 



80/3 



2(«) 



D.2.- [C] gorputzaren [aj muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 



D.2.- [a,] muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu . 

OZ-rekiko erregularra da [a, ] gainazal mugatzailearen atala, bere XOY plano gaineko 

proiekzioa aurreko D.l -eko integral hirukoitzetako eremua den ~ triangelu bera da. 
Integral bikoitza bilakatuz hurrengo eran kalkulatzen da Gainazal Integrala: 

dxdy 



~WJ> 



D cosy 



*****[ a j. x + y + z _8 = Q 



-> 



cosy 



V~ 



dxdy 

Jcosyl 



[1,1,1] _ [1,1,1] 

Vl 2 +1 2 +1 2 ~ V" 

•8 r (8-x)/2 



-» 



[[ V3 dxdy = V3 [ dx \ dy 

JJD Jo J(8-x)/4 



S 



2 4 



Ç(S-x)dx 

Jo 



v~ 



(S-x) 2 



V3-8 2 



8^3 (u) 
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LEHEN LAUHILABETE 



A.I.- Lehen deribatua eta definizio-eremuaren azterketa analitikoa burutuz, egiaztatu 
irudikoa dela hurrengo funtzioaren adierazpide grafikoa: 



9y 2 =x(x-3) 2 




A.2.- Korapiloaren azalera kalkulatu. 



r 3 



A.3.- Froga ezazu L= — -,=- 

J "V x 

adierazten duela. L kalkulatu. 



dx integralak irudiko korapiloaren luzeraren balioa 



A.4.- Irudiko korapiloak OX ardatz inguru biratzean sortzen duen gainazalaren azalera 
kalkulatu. 



B.I.- Biz hurrengo ekuazioaren bidez definitutako z = z(x, y) funtzioa: 



z l + Lny = O 



y + xLny^) 



non (((>) funtzio arbitrarioa eta diferentziagarria den. Aurkitu ahalik eta era 

sinplifikatuenean hurrengo adierazpen diferentzialaren balioa: 

^ . , 6z ? 3z 
E = x(x + y) — +y — . 
dx ~ dy 



B.2.- Askatu hurrengo ekuazio diferentziala: y' 



-yLny 
x - Lny 



; y(e) = \ 
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B.2.- Askatu hurrengo ekuazio diferentziala: y' = — - — — ; y(e) = 1 

x - Lny 



C.I.- Aska ezazu hurrengo hastapen baldintzatako ekuazio diferentziala: 

x" + 2x' +5x = 1e l cos 2t; x(0) = x' (0) = 

C.2.- Kalkulu operazionala erabiliz, aska ezazu hurrengo ekuazio integrala: 

.2 

x(t) = x(u)Sh(t -u)du 



2 J ° 



D.- Oktante positiboko ["] gorputz homogenoaren muga-gainazalak hurrengoak dira: 

[aj: x+y + z-8 = 0; [a 2 ]: x + 4y-8 = [a 3 ]: x + 2y-8 = 
D.I.- ["] gorputzaren grabitate-zentru geometrikoaren x c koordenatua kalkulatu. 

D.2.- ["] gorputzaren [a, ] muga-gainazal atalaren azalera kalkulatu. 
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Oinarri Matematikoak 1-2. Partziala - Azterketa FINALA 
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B.2.- Laplace-ren eragile lineala aplikatu ondoko ekuazio diferentzialetako hastapen- 
baldintzatako sistema askatzeko: 

' x'(t)-2x(t) + y(t) = \ 

y'(t) + Ax(t) + y(t) = e' 10 puntu 

x(0) = y(0) = \ 



Transformatu zuzena: 



p-X(p)-\-2-X(p) + Y(p) 



p-Y(p)-\ + 4-X(p) + Y(p) 



P-l l 



(p-2)-X(p) + Y(p) = - + \ = ^ 

P P 

4-X(p) + (p + \)-Y(p) = — + \ = -^- 

p-\ P~\ 



X(p) 



p + \ 



P 
P 



p-\ 



1 

p + \ 



p-2 1 

4 p + \ 



(p + \) 2 



p-\_ (p + \)(p-\)-p- 



p 2 -p-6 p(p-\)(p-3)(p + 2) 



3 i 

P -P-I 



A B D E 

■ + + + ■ 



x( P ) = - 

P(P - 1)(P - 3)(p + 2) p p-\ p-3 p + 2 

p' - p - 1 = A(p - \)(p - 3)(p + 2) + Bp(p - 3)(p + 2) + Dp(p - l)(p + 2) + Ep(p - l)(p - 3) 



p = 
p = \ 
p = 3 



-1 = 6A 
-\ = -6B 

23 = 30D 



<=> < 



p = -2: -1 = -30E 



A = -\I6 
B= 1/6 
D =23/30 
E= 7/30 



x(t) = sr 1 



-1/6 1/6 23/30 7/30 



P P ~1 P ~3 /? + 2 



v—e H e H e = — -5 + 5<? + 23<? + 7e 

6 6 30 30 30 v ; 



Lehen ekuaziotik: 



y(t) = 1 - x'(t) + 2x(t)=\-—{5e + 69e 3 ' - \4e 2t \ + —(-5 + 5e f + 23e 3 ' + 7e~ 2 ') 

30 V ; 30 V ; 



azkenik: 



20 5 t 23 3 28 2( 1 

1 e e H e = — 

30 30 30 30 30' 



y (t) = — + — e '-— e "+ ±V 2 ' = —(20 + 5e' - 23e 3 ' + 28e~ 2 ') 



t(t) = = — (-5 + 5e f + 23e 3 ' + le' 2 ' ) 
30 V ; 



B.3.- Integratu y 



,_ y_ + 4(x + i) 
2y 3 



ekuazio diferentziala. 



12 puntu 



dy y 4 + 4(x + l) r , .. ..-\ , _ , , _ 

Zehatzgarria da, zeren: = <=> y + 4( .. + 1) \dx - 2y dy = 

5 P_a[/+4(x+i)] 



Fakore integrantea: 



<3y cty 

p 3>-6x 4j> 3 -0 

e = T_7~ 



4/ ; * = £___.= . 



<9x <9x 



-\ 2 



/-fx ) = e 



-2x 



Fakore integrantea erabiliz: y 4 + 4(x + 1) _• 2v <±. - 2y 3 <? 2jr _fy = 



Funtzio Potentziala: 



U(x, y)-U(0 



,0) = [_dV= [[y 4 + 4(x + 7)1 e' 2 'dx - 2y 3 e' 2x dy = [* \ y 4 + 4(x + 7)1 e' 2x dx - 2e' 2x [ " y 3 dy 

J AB J AB L J J (0,0) L J J („,0) 



\y 4 +4(x + l)\e- 2x dx = 

1 J (0,0) L J 

(•(•t.y) 
7 2 = -2 y 3 e' 2x dy = -2 

J(*,0) 



0) ff-t. ) 

' +4 (x + l)e' 2x dx = [0-0]-e' 2x (2x + 3) =-e' lx (2x + 3) 

', 0) J(0,0) 



(x,0) 

(0,' 



<" 4 

, 4 



(*,.) -1, 



(,,o) 2 V ; 2 



Azkenik: U(x, y)-\J(0,0) = -e' 1 x (2x + 3) e' 2x y = (4x + 6 + /) <=> e' 2x {4x + 6 + y 4 )= C 



BERNOULLI : 



y-| = 2(x+i)j- 



/ = 4z 



y = 4zy' 3 

y'=zy 3 



z'y 



4zy 



2(x + l)y~ ] « z'-2z = 2(x + l) ; w(x7=<. 



f._ 



z(x) = u (x) ■ v(x) / v(x) =2Je' 2x (x + l) 



u = (x + 1) du = dx 
dv = 2e' 2x dx v = -e' 2x 



v(x)-- 



-(x + \)e"- x --_•'■ 

2 



+ C = -e~ 2l | x + — \ + C 



e' lx \ x + —\ + C 



Beraz : z(x) = u(x) ■ v(x) = e 

Aldagai-berreskuraketa: y 4 = 4z <=> y 4 = 4 



■ Ce lx --(2x + 3) 



Ce 2x --(2x + 3) 



4Ce 2x -(4x + 6) 



Azkenik : y 4 = Ce 2x - (4x + 6) 



Oinarri Matematikoak I — Azterketa FINALA 

l.ATALA Elektrizitate eta Elektronika 2005-05-30 

A.I.- Froga ezazu x 2 + y 2 -2yj3y-9 = zirkunferentzia ondoko baldintza betetzen duten 
plano konplexuko puntuetako toki geometrikoa dela: 

arg (MB 6pun,u 



Soluzioa 



3_(x-3) + yi _[(x-3) + yi][(x + 3)-yi]_[(x 2 -3 2 ) + y 2 yiy[(x + 3)-(x-3)] 



z + 3 (x + 3) + yi [(x + 3) + yi][(x + 3)-yi] 



(x + 3) 2 +y 2 



z _3_[(x 2 -9) + j 2 ] + /[6j]_(^_ 9) . 



6y 



z + 3 



(x + 3) 2 + y 2 



(x + 3) 2 + y 2 (x + 3) 2 + y 2 



a + bi 



arg --^- =arg (a + bi) = y 



Azkenik, toki geometrikoaren ekuazioa: 

■ 2 - 6y -2j3 



tg 



71 b 



6y 



3 a (x 2 -9) + y 2 



^ 



(x z -9) + y 2 



^ 



y «• 



x 2 + y 2 -2j3y-9 = f..n.b 



A.2.- y = ax 3 + bx 2 +cx + d , A(0, 3) eta _*(2, 5) puntuetatik pasatzen den lerro baten ekuazioa 
da. C(l,10) puntuko ukitzailea horizontala izanik, lortu (y)-ren ekuazioa. 
(y) -ren extremo erlatibo eta inflexio puntuak aztertu, eta dagokionean kalkulatu. puntu 



Soluzioa: 

A(0,3): 3 = a-0 3 +b-0 2 +c-0 + d <=> 3 = d 

5(2,5): 5 = a-2 3 +b-2 2 + c-2 + d <=> Sa + 4b + 2c + d = 5 

C(l,10): \0 = a-\ 2 +b-\ + c-\ + d <=> a+ b+ c + d = \0 

>'(i)=0: = 3a-\ 2 +2b-\ + c <=> 3a + 2b+ c =0 



Lerroaren ekuazioa: 



y = x 3 -9x 2 + 15x + 3 



a=i 

b = -9 
c=15 
d=3 



Puntu singularrak: 



y' = 3x 2 - 18jc + 15 = 



X = 1 A X = 5 



Sailkapena: 



y = 6x-18 



'x = \; /(1) = -12<0 => Maximoeriatibo:(l,10) 
x = 5; /'(5) = 12 > ^> Minimo erlatibo : (5, -22) 



Inflexio-puntu: y" = 6x - 1 8 = 



x = 3 



0(3,-6) 



A.3.- Ebatz ezazu / = jcos 3 XyJ 1 + sin x dx integrala. 



6 puntu 



Soluzioa: I = lcos 3 XyJ\ + sinxdx= \cosx-cos 2 XyJ\ + sinxdx ; 
/ = J[l - (t 2 -l) 2 ~\-t-2tdt = 2\(2t 4 - t 6 )dt = 2 



t t 



1 + sinx = t 
cos x dx = 2t dt 

7 



5 7 



C 



t 5 f 

4 2—+C 

5 7 



-(1 + sin xf' 2 - -(1 + sin x) 7/2 + C 
5 7 



B.I.- z + xy =x ekuazioaren bidez definitutako z(x,y) funtzio inplizituaren hessiarra H 



izanik, z 4 ■ H kalkulatu. 



6 puntu 



3 n 2 \ 
z =x(\-y ) 



H(z) = 



d\ 


d\ 


dx' 


dxdy 


d\ 


d\ 


dydx 


dy 2 



1) 



3 , 2 

z + xy = x 



d z d z 
dx 2 dy 2 



3z 2 -z x +y 2 =\ 



o z 



dxdy 



1 l 

l-y _ z 

3z 3x 



-> 6z- z, ■ z, +3z ■ z„ = 



hots: 2(z x Y + z-z xx =0 



-2(z x f -2(zf 



z-(3xf 



-2z 



9x 2 



2) z +xy z =x - > 3z -z,. +2xy = - > 6z- z } ■ z y +3z • z„ +2x = 0; 

-2(z v f 2x 



3z 2 



-2(-2xy I3z 2 f 2x -8x 2 j 2 2x -8x 2 (x-z 3 ) 2x 



3z 2 9z 5 3z 2 



9z 5 x 



3z 2 



-8x 2x 



9z 5 9z 2 



3)z J + V=x __^ 3z 2 -z x +y 2 =\ —^ 6z-z r z x +3z 2 -z xy + 2y = 



hots: 



-2Zy • z x 2y _ -2 z_ (_2_y) 2y _ 4y 2y 

z 3z 2 z 3x 3z 2 3z 2 9z 2 3z 2 



-2y 



9z 2 



H(z)-- 



2„ ^2„ ( p,2„ \ 



d l z d l z 



2 a,,2 



5x dy 



__Z_ 

dxdy 



-2z 



( Ov-2 



9x 2 



8x" 2x 



v 9z 5 9z 2 y 



f-2yY_ 16 4 4y 2 



\9z 2 ) 81z 4 81xz 81z 4 



_.. , 12 + 4(1- y 2 ) 4 12 4z 3 4 4 

#(z) = . = r + - 



81z 4 



llxz 81z 4 81z 4 x 81xz 27z 4 



z 4 H 



= z 



21z A 



4 

27 



B.2.- Laplace-ren eragile lineala aplikatu ondoko ekuazio diferentzialetako hastapen- 
baldintzatako sistema askatzeko: 

' x'(t) - 2x(t) + y(t) = 1 

y'(t) + 4x(t) + y(t) = e' 7 puntu 

x(0) = y(0) = l 



Transformatu zuzena: 



p-X(p)-\-2-X(p) + Y(p) 



p-Y(p)-\ + 4-X(p) + Y(p) 



P-l { 



(p-2).X(p) + Y(p) = - + \ = ^ 

P P 

4.X(p) + (p + \)-Y(p) = — + \ = -^- 

p-\ P~\ 



X(p) 



p + \ 



P 
P 



p-\ 



p + \ 



p-2 1 
4 p + \ 



(p + \f 



p-\_ (p + \) 2 (p-\)-p 2 



X(p) 



p 2 -p-6 p(p-\)(p-3)(p + 2) 

3 i 

P -P-I 



A B D E 

■ + + + ■ 



p(p - \)(p - 3)(p + 2) p p -\ p - 3 p + 2 



p 3 - p-\= A(p - \)(p - 3)(p + 2) + Bp(p - 3)(p + 2) + Dp(p - \)(p + 2) + Ep(p - \)(p - 3) 



p = : -\ = 6A 
p = \ : -\ = -6B 

p = 3 : 23 = 30D 
p = -2: -1 = -30E 



<=> 1 



A = -\I6 
B= 1/6 
D =23/30 
E= 7/30 



x(t) = sr 1 



-1/6 1/6 23/30 7/30 



P P ~1 P ~3 p + 2 



-1 \ , 23 3 
— + —e+ — e 
6 6 30 30 



-e- 2t = —(-5 + 5e' + 23e 3 ' + 7^ 2 ') 
50 30 v ; 



Lehen ekuaziotik: 



azkenik: 



1 9 

y(t) = 1 - x'(t) + 2x(t) =l- — (5e' + 69e 3 ' - \4e 2 ') +— (-5 + 5e' + 23e 3 ' + 7e" 2 ' ) 

y(t) = ^ + ± e ' -^e^' + 2 l e ^^(20 + 5e t -23e 3t +2Se- 2t ) 
30 30 30 30 30 v ; 

x(t) = = —(-5 + 5e + 23e 3 ' + le' 2 ') 
30 v ; 



B.3.- Integratu y 



,_ y 4 + 4(x + i) 

2/ 



ekuazio diferentziala. 



6 puntu 



Zehatzgarria da, zeren: 



Fakore integrantea: 



dy _y 4 + 4(x + 1) 
dx 2y 3 

dP _ d[y 4 +4(x + l)~\ 
dy dy 

P y-Qx 4j> 3 -0 

Q = ^lf 



o [y 4 +4(x + \)~]dx-2y 3 dy = 



4/ ; « = te = o 



<9x <9x 



-J 2 



//^x^ = e 



-2x 



Fakore integrantea erabiliz: y 4 + 4(x + \)\e 2 *dx - 2y 3 e 2 *dy = 



Funtzio Potentziala: 



I* I* (• (x 0) (• (j y) 

U(jc, y)-U(0, 0) = I dV = I IV + Mx + lf\ e' 2 'dx - 2y 3 e' 2x dy = \ ' \ y 4 + 4(x + 1)~\ e' 2x dx - 2e' 2x ' y 3 

JAB JAB L J J(0,0) L J J(*,0) 



dy ■■ 



\y 4 + 4(x + l)\e' 2x dx = 

1 J(0,0) L J 

r(*,y) , 
/, = -2 y e 'dy = -2 

J(*,0) 



( * 0> + 4 [ *' (x + l)e' 2x dx = [0 - 0] -<?' 2t (2x + 3) = -e 2 " (2x + 3) 

(0,0) J(0,0) 



f 4 

, 4 



= -(e y -0) = -e y 
(i,o) 2 v '2 



Azkenik: U(x, y)-U(0,0) = -e 21 (2x + 3) --e" 2 */ = -— (4x + 6 + y 4 ) <=> <?' 2 * (4x + 6 + /)= C 



BERNOULLI : 



y'-^ = 2(x + \)y- 



y 4 = 4z 



y = 4zy' 3 

y' = zY 



z'y 



4zy' 3 



2(x + \)y~ 3 « z'-2z = 2(x + \) ■ u(x)= J 2d 



z(x)=u(x)-v(x)/ v(x)=2Je' 2x (x + l) ; 



u = (x + 1) du = dx 
dv = 2e' 2x dx v = -e" 2t 



vfa) = 



-(x + l)e" 2 ' t — e' 

2 



+ C = -e' 2x \ x + —\ + C 



e' 2 ' | x + — | + C 



Beraz : z(x) = u(x) ■ v(x) = e 

Aldagai-berreskuraketa: y 4 =4z <=> y 4 = 4 



Ce 2 ' --(2x + 3) 



Ce 2x --(2x + 3) 



4Ce 2x -(4x + 6) 



Azkenik : y 4 = Ce 2x - (4x + 6) 



C.I.- Hurrengo lau lerroek mugatutako eremuaren azaleraren balioa 



x + y = a; x + y = b; y = ax; y = Ç>x , (b > a > eta J3 > a > 0) 

(P-a)(& 2 -a 2 ) 



hau dela frogatu 



2(a + l)(P + l) 



11 puntu 



x+y = b , 


y 


E 2 / 


/ = (3jc 
r y = 


x+y=a \ 










\&2 


1 X 








(a,0) 


\ (b,0) 



p 






a 




D, 


■ v-p 












u 


a 
=a u 


b * L 
=b 



Mugak: 



u = x + y 
v = y/x 



u = a 
u = b 



V = a 

V = |3 



x= u/(v + 1) 
y = uv/(v + 1) 



|J(x,y)| = 



S(x,y) 



9(u,v) 



1/(v + 1) -u/(v+1) 2 
v/(v+1) u/(v+1) 2 



(v + 1) 3 



1 -1 

V 1 



(v + 1) 2 



Azalera: 



^^£ dxd y = £ t ^ dudv= £ udu I> +1) " 2dv = 

_! 1 l_r(b 2 -a 2 )((3-a) 



u 



v + 1 



D " 2 



(b»v) 



P+1 a+1 



2(« + 1)(P + 1) 



C.2.- Biz ondorengo gainazalek mugatutako C gorputz homogenoa: 

[o,]: x 2 + y 2 -(z-4) 2 =0 ( z <4); [o 2 ]: x 2 + y 2 -z-2 = ( z > 0) [o 3 ]: z = 



C gorputzaren grabitate zentru geometrikoa G 



0,0 



20 
13 



puntua dela, egiazta itzazu. 1 1 puntu 



cti ; forma inplizitua - (0,0,4) erpineko Gainazal-konikoaren azpiko atala 

x 2 + y 2 - ( z - 4) 2 = => z = 4 - Vx 2 +J 2 = 4 - p 
CT2 .' forma inplizitua - (0,0,-2) erpineko Paraboloide atala 

x 2 + y 2 - z-2 = => z = -2+ (x 2 + y 2 )=p 2 -2 
Elkarguneak (zirkunferentziak dira, OZ biraketa-ardatz amankomuna duteneko gainazalak baitira) : 



CT1ACT2: z = 4-p = p-2=>p+p-6 = 0=> p = 2 a p = -3 
ct 2 a ct 3 : z = p 2 - 2 = => 



V^ 





=0 a27t 



C gorputzaren Proiekzio zilindrikoa 



Bolumenaren kalkulu: 



B c = fff dxdydz = fff pdpd6dz= fff pdpd6dz+ fff pdpd6dz = 
rr /-4-p rr p4-p rlx p2 , rln r-j2 

b c =JJ d pdedpj 2 _ 2 dz + JJ D pdedpJ o dz = J q d P J^_(6-p-p ) P d P +J q deJ Q (4- P ) P d P 



2n[ (6 P - P 2 - p 3 )dp +2tt f (4 P - P 2 )d P = 2% 

J-J2 Jo 



r 3 4^ 

2 P P 



3p' 



, 3 "j 



B c =2n 



i2 -3- 4 j-r¥- i M 4 -¥)- (o) 



2%\ 7 







r 


"> 


^ + 2n 


2 P 2 


P 


& 




3 


3 J 


) 


26 




y- 


— % 
3 


U 





£ 



2. Masa-zentruaren kalkulu: 



M 



XOY 



JIJc zdxd y dz = JJJ c pzdpdedz = = JJJc pdpdezdz +JTL pdpdezdz 



M v 



M v 



ff pdedpf," zdz + ff pdedpf "zdz = f *de f _ [ 
JJd, Jp -2 JJd 2 Jo Jo JV2 L 

4A 



4- P 



pdp + 



\:<[ 



z 2 /2 



4- P 



pdp 



(4-p) 2 -(p 2 



2) 2 ]pdp +7i £ 2 [(4-p) 2 -0 2 ]pdp =7i J o 2 (4-p) 2 pdp -7U J*J_(p 2 -2) 2 pdp 



M v 



jcf M6p-8p 2 +p 3 



dp - 7i 



(p 2 -2) 3 
3-2 



V2 



16^-8 



P 3 . P 4 



2 3 4 



IW"\ 



M, 



M-.- 



i*-£-«U-. 



40 



Masa-zentru (OZ: simetria-ardcitz ): z G 



M XOY _ 40tc/3 



m 26tc/3 



20 
13 



0,0, 



20 
13 



TERCERA PARTE 



C.l.-Demostrar que el area D que limitan en el primer cuadrante las lfneas, 



2 CL X tt 

y = ; 2x+y = 2a; y = , es A = — 

a- x 



(n-l) 



Probar que si D gira alrededor de OX genera un cuerpo de volumen: V = " 



3 



-na 



Indicacion: Las lfneas se cortan en el punto M ya/2,a\ 



[HPUNTOS] 




1.- Calculo del area del dominio D 



A D =\\ D dxdy=ldy\ dx = \ Q 



(2a-y) ay 1 



2 2 

a + y 



dy 



(2a-y) 2 



-a + 



a 



2 2 

a +y 



dy 



—\ a 2 -Aa' 



a x 

-ay-\ arctg — 

a a 



3(3 



2 2_ 2 

22 , -a a tz a 



a +a -arctg\ = 1- 



4 4 4 



(71-1) 



2.- Calculo del Volumen del cuerpo de revolucion alrededor de OX 

2 

V c = tcJ y'dx + 7Z\ y'dx = tz\ Jx + 7r| \2(a-x)\dx- 



a- x 



y c=4" 



-a +■ 



a- x 



f 2 r 2 3 II 

dx + 4K\ (a-x) dx = n \—a x-a L \a-x\ 

J, ll L «II 



a/2 



+ 47T 



((3 - JC)' 
-1 



71 



a/2 



-a 

2 



a 



a' L — + a ] La 

' 2 



+ An 



+ 



ndL 2 



C.2.- Un cuerpo [V] situado en el semiespacio y > esta limitado por las superficies: 
[uj: x 2 + z 2 =9; [a p ]: x 2 + 9(z 2 -y) = [a 3 ]: y = 0. 



1. Mostrar que su volumen es V 



45ti 



2. Probarquej]J ydxdydz = 3f (cos 4 e + 18sen 2 9cos 2 e + 81sen 4 9) rfz 

3. Establecer la posicion del centro de gravedad de [V] 
Sugerencia: Puede aplicarse la propiedad de las integrales eulerianas: 

Jo 



[HPUNTOS] 



^sen'^cos^^^^ 

2 



Solucion 



1.- Calculo del Volumen del cuerpo [V] 



x z +9z z 



X +-HZ 1 

V c = JJJ dxdydz = JJJ p dp dQ rfy = J"J p dp dQ J 9 rfy = — JJ (x 2 + 9z 2 )p dp dQ 



9 jj d 



Vc =— -JJ (cos 2 e+9sen 2 e)p 3 jpje = --J 2,I (i+8sen 2 e)jeJ 3 p 3 ^p 



Vr. 



1 f27l 



9 Jo 



r 

Jo 



l + -(l-cos20) 

2 



je 



p_ 

4 



3= 81 
o 9-4 



•[5e-2sen2e] 



2n 45 3 

= — 7T (« ) 

o 2 



2. Probar que: fff ydxdydz = 3j (cos 4 6 + 1 8 sen 2 6 cos 2 6 + 81 sen 4 e) dz 



x z +9z 



M xoz = III ydxdydz = || dxdzi 9 yrfy = — ^ 1| I (x 2 + 9z 2 ) 2 Jdxdz 



1 1 ? 3 

M xoz = JJ (cos 2 e + 9sen 2 e) 2 p 4 pJpJ6 = J *(cos 2 e + 9sen 2 e) 2 rfeJy rfp 

1 W^- _L \J — 



i r 271 



M YOZ = f "(cos'e + ^sen'e) 2 ^' 

1 69 Jo 



162 



3 _ 81-9 f 2* 
o~162-6 



f "(cos'e + ^sen'e) 2 ^ 

Jo 



M, 



3 ,ft/2 



4J" (cos 4 e + 18sen 2 0cos 2 e + 81sen 4 e)je 



M xoz = 3j" /2 (cos 4 6 + 18sen 2 6cos 2 6 + 81sen 4 e)rf0 



3. Centro de gravedad.- Calculo 



M^^sf^cos'Bde + S-lsf^sen^Bcos^edB + S-Sl^sen'BdB^Sh+S^h+lASl 



1 



1 



1 



M xoz = 3--fi(5/2,l/2) + 54 ■ -5(3/2,3/2) + 243 --5(1/2,5/2) 



M, 



3T(5/2)-r(l/2) 54T(3/2)-r(3/2) 243 r(l/2)-T(5/2) 



r(3) 



r(3) 



r(3) 



M\ 



3 3/2-1/2(Vti) 2 1/2-1/2(Vtt) 2 2 43 3/2-l/2(V~) 2 



+ 27 



9 27 729 792 99 

M„„ 7 = TZ H 7TH 71 = 7t = 7t 

xoz 16 8 16 16 2 



Por la simetrfa del cuerpo [V] alrededor del eje OY, su centro de gravedad estara 
situado en el antedicho eje OY. Por tanto: 



M xoz _ 99tt/2 _ 99 _ 11 

V, ~ 45ti/2 ~ 45 ~ 5 



G v =10,4,0 



Oinarri Matematikoak I - Azterketa - 2. Deialdia 
Elektrizitate eta Elektronika 2005-09-07 



LEHEN ATALA 



A.l.-Froga ezazu zirkunferentzia bat dela ondoko baldintza betetzen duten plano 
konplexuko puntuetako toki geometrikoa: 

fz + 2^ n 

Zirkunferentziaren zentru: C(0,-2) eta erradioa: r = 2V2 [6 PUNTU] 

A.2.- Bira Peta<2 puntuak, x 2 + y 2 -I2a 2 =0 zirkunferentziaren eta y 1 -4ax = 
parabolaren arteko elkarguneak. Aipatutako edozein puntuan lerro biekiko zuzen 
ukitzaileek eta normalek OX ardatzarekin duten 4 elkargune batetik, eta hartutako 
puntutik ( P edo Q ) pasatzen den zuzen bertikalaren elkargunea OX -ekin bestetik, bost 
puntu ditugu. Puntu hauen arteko distantzia berdina dela frogatu. [7 PUNTU] 

A.3.- Lehen laurdeneko erdikariaren norantzako z = 3x* - xy + y } funtzioaren deribatua 
M (1, 2) puntuan kalkulatu. [6 PUNTU] 

BIGARREN ATALA 

~a ~a 

B.I.- z = y ■ cp(x 2 - y 2 ) funtzioa izanik kalkulatu E = y — - + x adierazpenaren 

v ' 8x dxdy 

balioa. Funtzio arbitrario deribagarria da cp funtzioa. [6 PUNTU] 

B.2.- Biz ondoko baldintza beteko duen planoko kurba-sorta: edozeinP(x, y) puntuan 
kurbarekiko normalak ordenatu-ardatzarekin duen elkargune Q izanik, Q eta P 
puntuetatik sistemaren jatorriarekiko distantziak berdinak dira. Kurba-sortaren ekuazio 

diferentziala ondokoa dela frogatu, xdx + i y-^jx 1 +y' \dy = , bere ibilbide 

ortogonalak kalkulatuz. 

[6 PUNTU] 

B.3.- Hurrengo hastapen-baldintzatako ekuazio linealetako sistemaren soluzioaren x(t) 
edota y(t) , koordenatu bat, kalkulatu: 



' x\t) + y(t) = A 

< /'(0 + 40 = [7 

x(0) = x'(0) = y(0) = y'(0) = 
PUNTU] 



HIRUGARREN ATALA 



(1 X 

C.I.- y 2 = ; 2x+ y = 2a\ y = lerroek lehen koadrantean mugatzen duten D 

a- x 

a 2 (TZ-l) 
eremuaren azalera, A , honako hau dela frogatu: A = — . 

4 

D eremuak OX ardatz inguru biratzean sortutako gorputzaren bolumena, V, honako 

balioa duela frogatu baita: V = na 3 . 

3 

Oharra: M(y,a) puntua da lehen bi lerroen elkargune. [11 PUNTU] 

C.2.- Ondoko gainazalek mugatutakoa da, y > erdiespazioko [V] gorputza: 

[aj: r+z-=9; [a p ]: x 1 +9{r -y) = [a,]: y = 0. 

457i 
1 . Froga ezazu V = — — bere bolumena dela. 



2. Frogatu: jjj" ydxdydz = ^{^(cos 4 + 18 sin 2 Gcos 2 + 81 sin 4 0) dz. 

3. [V] -ren grabitate-zentrua kalkulatu. [ 1 1 PUNTU] 
Oharra: Integral euleriarren ondoko propietate da erabilgarri, 

Jo 2 

JARRAIBIDEAK 

- Azterketaren iraupena : 3 ordubete eta erdi. 

- Atalak bananduta aurkeztuko dira, ondorengo ordenean: 

LEHEN Atala: azterketa hasi eta ordubete eta 10 minutura, 2 ordubete eta 20 
minutura BIGARRENA eta 3 ordubete eta erdira HIRUGARRENA (azterketa 
amaieran). 

- Kalifikazioen publikazioa: Irailaren 13an, eguerdiko 13:30-etan. (5n. Solairuko 
iragarki-oholean). 

- Berrikusketa: Irailaren 15an, eguerdiko 12etan. (5n. solairuko Laburategi Matem.). 
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C.l Mediante sustituciones adecuadas reducir a eulerianas y verificar los resultados 
que se indican para dos de las tres integrales siguientes: [10 puntos] 



dx 3k 



r x 



(x 2 + 4) 3 



512 



;h 



dx r(i-i/n)r(i//i) f i w , , 

, = -^ ; ; V/ ; ; /. = f xln 5 (1 x)dx 



oVl 



15 

8 



dx 



(* 2+4 ) 3 



-> 



x = 2 tgt 

dx = r 



dt 



cos t 



(* 7t/2 



->/, 



o (4?g 2 t + 4) 



1 2 

cos t 



dt 



r'r 1 



32 2 ^2 2j 64 T(3) 



'l.ri.ri 

1 2 2 \2 [2 3tt 



1 64 



512 



dx 



tf 



oVl-^ 



x = t 

x = t 1/n 






1 fi 



/ 2= if (i-rr 1/ -r (1/ - ) - 1 rft=--p 

m J c» 



V n n J 



por tanto: 



_i r(i-i//i)r(i//»)_r(i-i//i)r(i//i) 

2 ~n T(l) ~ /i 



/ 3 = f xln 5 (l/x)<ix 



x = e 

dx = -e'dt 



I =-\ e-'t 5 e-'dt= f°V 2 Vdt 

5 Joo JO 



1* °° 

/ 3 = e" ? <it 



-> 



2? = z 

dt = —dz 

2 



->/, 



1 f 00 5 1 

dz = — \ z e' z dz = —rT(6) 

96 j 96 



2° Jo 



,, = ^ n6 ) = -L.5. = -*^i = - 

3 2 6 2 6 2 6 8 



C.2 Evaluar mediante calculo integral el area plana definida mediante: 

[Lj x 2 + y 2 -2x-2y + l<0; [L 2 ] x 2 + y 2 -4y + 3<0 [10 puntos] 

La frontera del dominio esta formada por dos circunferencias: 



\: (x-l) 2 +(y-l) 2 =l \centro:(\, l); R = l 



-> 



L 2 : x 2 +(y-2) 2 =l [centro : (0,2); R = l 



[y 



\ + j\-(x-lf 

2-Vl-x 2 



(x-l) 2 +(y-l) 2 =l 




x 2 +(y-2) 2 =l 



Calculo del Area del dominio 



A= [ \\ + ^\-(x-\f -(2-J\-x 2 )]dx = [ \^\-(x-\f +^\-x 2 -\ 

J o L J J o L 



dx 



A=\ yj\-(x-\f dx+\ \j\-x 2 dx-\ dx = l { +l 2 -\ 



/ 1 = f'^/l — (jc-1) 2 dx 

J 



x - 1 = sin t — > <ix = cos ? <i? 
'jc = 1^-^ = 



x = 0^-? 



-7. 



f° 2 

/, = cos tdt 

J-71J2 



z 1 =r«o.'«*=i./>i, , i- uj uj_2 uj u„ 

1 Jo 9 9 



2 \2 2) 2-T(2) 



71 

4 



Jo 



1 - x dx 



x = sin t — » dx = cos ? <i? 



x = l-M 



# 



x = 0->-? = 



f/ 2 2 , 7t 

/ 9 = cos tdt = — 

2 Jo 4 



Finalmente: 



A = /, +/ _ -1 = 2 — -1 = — -1 

12 4 2 
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Oinarri Matematikoak I - Azterketa - 1. Deialdia 
Elektrizitate eta Elektronika 2006-05-29 



AZTERKETA FINALA 



LEHEN ATALA 



A.I.- y funtzioaren (x) aldagaiaren berredura garapena kalkulatu, x 3 duen gaian 
garapena mugatuz: [10 puntu] 

y = Ln(cos x + sin x) — > y(0) = Ln(cos + sin 0) = 



cosx-sinx , 2sin x „„, , 2sin0 

y' = = 1 -> y(0) = l = 1 

cos x + sin x cos x + sin x cos + sin 

-2cosx(cosx + sin x) -(-2sin x)(cosx-sin x) -2 

y = ; = T ~> 

(cos x + sin x) (cos x + sin x) 



-> y"(P) 



(cosO + sinO)" 



4(cos x + sin x) „,,,.. 4(cos0 + sin0) 

y = — f -* ? (°) = r = 4 

(cos x + sin x) J (cosO + sinO) 



Mc Laurin: 



( ^- m^^'(0) j"(0) 2 y'"(0) 3 

y(x) = y(0) + x + x + x 

1! 2! 3! 



y(x) - x - x h — x 
3 
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A.2.- Ondorengo kurbaren zuzen ukitzailearen ekuazioa M (0, -1) puntuan kalkulatu 



x 3 + 2xy + y 2 -1 = . 



Zuzen horrek N ( ) (1, -2) puntuan kurbarekin elkargunea duela egiaztatu. 



[8 puntu] 



y = y(x) funtzio inplizitua deribatuz : 

x + 2xy + y - 1 = -> 3x' +2y + 2xy '+ 2yy' = 



(2x + 2y)y' = -(3x 2 +2y) -> y' ■ 



-Qx 2 +2y) 
2x + 2y 



Deribatuaren balioa Af (0,-1) puntuan : 



y\0) 



-(3r +2y) 
2x + 2y 



(0,-1) 



-[3-0 2 +2-(-l)]_ 2 
[2-0 + 2-(-l)] ~-2 



Ukitzailearen malda Af (0, -1) puntuan deribatuaren balioa da : y '(0) = -1 = m uk 



Ukitzailearen ekuazioa, beraz 



y'(0) = -\ = m uk ; M(0,-1) 



y ~ y = m uk (y - y ) -> y-(-l) = (-!)(* -0) -> y + x = -l <=> j = -x-l 



Zuzen horrek Af (1, -2) puntuan kurbarekin elkargunea duela egiaztatu: 



I) j = -x-l: -> y(l) = (-*-!) ^=-2 



N(l, -2) e ukitzaile 



x 3 + 2xy + y 2 -1 = -> x = l -> 2y + y 2 =0 -> 



y(2 + y) = 



y = 

y = -2 



M(1,0) 



AT(1, -2) e kurba 



BIGARREN ATALA 
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B.I.- Izan bedi z = z(x, y) funtzioa, ondoko eran definituta 

d 2 z (ry 2 -x 2 )z 



L n z = r-x eta : r 2 = x 2 - y 1 , 



Froga ezazu: 



dy 2 



[8 puntu] 



(I) Lz = r-x 



(II) r 1 = x 1 - y 1 



(I) 



, 1 dz _ dr 

z dy dy 



a (II) 2r- — = -2y 



8y 



dz dr 

(D' ^ = z-|- 

8y 8y 



A (II)' 



8r 
8y 



-> (III) 



fe_ -zy 



rmv- ^^ z - ~^ z y_ z _~ z y d r _zy y _z zy (~y^\_zy 2 z zy 2 



8y 8y r r r 8y r r r r \ r J r r r 



(IID' 



~,Z 2 2 / 2 2 2\ / 2 ! \ 

8 z _ zy z zy _ z(ry-r-y) _ z(ry -x ) 

-3.2 _ 2 3 _ 3 ~~ 3 

8y r r r r r 



f.n.b. 



B.2.- Izan bedi y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = f(t) , ekuazio diferentziala. 
Konboluzio-teorema erabiliz, y(0) = y'(0) = hastapen baldintzatako ekuazio 
diferentzialaren soluzioaren formula integral bat aurkitu. 

[8 puntu] 

£[y"(t) + 3y'(t) + 2y(t)] = Q[f(t)] ; y(0)=y'(0) = 
p 2 -Y(p) + 3p-Y(p) + 2-Y(p) = F(p) 



Y(p) = 



F(p) 



F(p) 



1 



p 2 +3p + 2 (p+l)(p + 2) (p+3)(p-2) 



F(p) 



y(t) = Sr"[Y( V )] = ^ 



F(p) 



(p+l)(p + 2) 



:£"- 



1 



(p+3)(p-2) 



F(p) 



Konboluzio teorema 



y(t) = £ L 



l 



(p+3)(p-2) 



F(p) 



[ f(t - u) ■ g(u)du , non g(t) = £ x 



1 



(p+l)(p + 2) 



(**) 
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g(t) = £ x 



1 



(p + l)(p + 2) 



£- L 



A B 

■ + ■ 



p+1 p+2 



£ _1 



1 1 



p+1 p+2 



[•* 



1 



A B 

■ + < 



(p + l)(p + 2) p + 1 p + 2 



l = A(p + 2) + B(p + l) 
p = -l: 1 = A 
p = -2: 1 = -B 



A = l 
B = -l 



Konboluzio teorema honako eran aplikatuko da (**) 
Soluzio partikularren formula integrala: 



y(t)=[f(t-u)(e u -e 2u )du 



I ,A „2 „2 



B.3.- Integratu ondoko ekuazio diferentziala: 2xyy = y -x -a 



[8 puntu] 



1.- Ekuazio diferentzial A. zehatzgarrria da. 

Forma diferentziala: ( x' - y' + a' ) dx + 2xy dy = 



P = x 2 - y 2 + a 2 : 



Q = 2xy - 
Faktore Integrantea: 



dP 

8y 
dQ 
8x 



-2y 
2y 



dP^dQ ^ P y -Q x = -2y-2y 

dy dx Q 2xy 



ju = e x = e " 



L„x ' -2 

e n = x 



x 



EDA-rekin biderkatuz: 



x 1 - y 1 + a 1 2xy 

— dx + —^-dy = 

x x' 



Ondorengo EDA zehatza ondorioztatzen da: 



1 + 



a' - y 

X' 



2y 

dx-\ dy = , non: < 

x 



P = \ + 



Q 



2y 



x 



a l -y 1 dP _ -2y 

dy x 1 
dQ -2y 



X' 



dx x 1 



8P _dQ 

dy dx 



U(x,y)= j^dy = ^ + f(x) (*) 



x x 



dU 

dx 



P(x,y) 



1 + 



a -y -y' 



f(x) 



I 



2 2 

X J X 



+/'(*)=>/'(*) 



f a^ 

1 + ~ 
V x J 



a' 



1 + - 



V x J 



2 



dx 
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Azkenik(*), Soluzio Orokorra: U 



2 2 

y -a „ 

x + - = C 

x 



Bernoulli-ren eredukoa da baita ere (linealgarria) 



2xyy' = y - x -a <=> y' ■ 



y' _-x - a 



2xy 2xy 



<=> 



<=> y — y 

2x 



f 2A 

' -x a 

y 2 2x j 



Ordezkaketa: z = y' (A) =y 2 (1) -^U z=2yy~ -> y~ =- z' 'y' 1 (2) 



y = zy~ (3) 



(2) eta (3) EDA-an * ordezkatuz: -= z' y~ l zy' 

1 2x 



y 2 2x j 



y -> 



— > z — z = 
x 



' a^ 



V A J 



Lineala ( z aldagaiarekiko) 



h dx L n x 

u = e x = e ° = x 



z = u(v + C)= uv + Cu 



V = J " X "T \ x ~ l - dx = \ h 1 



,2^ f „l\ 



x 



dx ■ 



a' 



-x + - 
V A J 



Azkenik: 



z = x 



a 

-x + — + 

X 



C\ = (-x 2 + a 2 ) + Cx 



Soluzio Orokorra: 



z = (-x 2 + a 2 ) + Cx = y 2 



2.22 22 

_ y + x - a y - a 
C = - = x + - 



x 



X 



HIRUGARREN ATALA 



C.I.- Ondorengo hiru integraletatik, ebatzi bi integral: 
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dx 



(x-2)4x~l 



dx 



1 + tgx 



; ' 3 



x-l 



x + 1 



dx 



[8 puntu 



Binomio simplea da aurrenekoa, lehen mailako binomio izanik, hau razionaltzean datza 
bidea: 



V x -1 =t — > x-l=t 



2 d 



-> dx = 2tdt 



dx 



(x-2)Jx~~i J (t 2 ~l)t 



2tdt 



-2 arg tht + C = - arg thyjx - 1 +C -> I { = ln 



<Jx~l-l 



4x^ + 1 



+ c 



Razionalgarria da bigarrena, aldaketa unibertsala dagokio: 



d , dt 

tgx = t — > x = arctgt > <ix = 

l + t' 



In 



dx 



1 + tgx 



dt 



[l + t)(l + e) 



Zatiki sinpleetan deskonposatuz, 

1 _ A Bt + C _ A(l + t 2 ) + (Bt + C)(l + t) 

(l + t)(l + t 2 )~l + t + 1 + t 2 ~ (l + t)(l + t 2 ) 



# = 2: = A + B 

# = 1: = B + C -+ A = C = -\ B = — 

2 2 

# = 0: 1 = A + C 



dt 



(l + t)(l + t 2 ) 2 



i çf i _ r+ n i 
df =- 



l + ^ l+r 



ln (l + r) — ln (l + 1 2 ) + artgt 



ln (l + tgx) — la(l + tg 2 x) + x 



— \ ln \(l + tgx)cosx \ + x 



dx x + lnlsinx + cos x\ 



1 + tgx 



+ C 



Maila bereko polinomioak izanik, zatidura kalkulatuko dugu: 



r f 



x-1 

x + 1 



dx 



x + 1 



r f 



dx 



\ 



x + 1 



(x + 1) 2 



dx = jc-41n bc + 1 



x + 1 



C 



OMI - Azterk. F - 2006 - 05- 29 - Soluzioak - 7,Orria 



C.2- Izan bedi [V\, ondorengo gainazalek mugatutako gorputz homogenoa: 



[ct,]: x 2 + y 2 =9; [a 2 ]: x + z-6 = 0; [a 3 ]: x + 3z-6 = 



1.- [V] gorputza marraztu. 



2.-Gorputzaren bolumena V v = 367t dela egiaztatu, eta bere grabitate-zentruaren z c 



koorde„a.ua z Jl egiazutu baita ere. 

c 4 



[10 puntu 



.2 . ..2 



Oi : x + y -9 = Gainazal zilindriko zirkularra ; sortzaileak // OZ 



J . 2 



Gorputzaren proiekzio egokia: XOY planokoa: x + y =9 zirkunferentzia <=> p = 2 
Integrazio-ordena egokia: eskuineko integrala z aldagaiarekiko. 



x + z - 6 = (plano proiektante // OX )^> z = 6-x -^ z = 6-p cos 



G.Maiorante 



x + 3z - 6 = (plano proiektante // OX ) => z = (6 - x)/3 -> z =(6 - p cos 9)/3 GMinorante 





V gorputzaren Proiekzio zilindrikoa XOY planoan 



Bolumena : 



V c=lllc dXdydZ = Illc PdpdedZ 



PP P 6-pcos8 2 p 2;r r 3 2 P 2 

v v = pdedp a , dz = T de (6- P cose)pdp =- 

JJD H J(6-pcos8)/3 3Jo Jo 3Jo 



2 3 



6^-^cose 



de 



V v = - f * [27 - 9 cos 6 - (0-0)1 d6 
3 Jo 



(276-9sine) 



54 7t + 9 sin 27t - (0 + sin 0) 
3 



36 7c u 
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XOZ planoarekiko momentua M X0Y = [[[ zdxdydz= [[[ pdpdezdz 



6-pcose 



M XOY /5=jj D pded P j ( ;; pcose)/3 zdz=jj D [z 2 /2] 



6-pcose 
(6-pcos9)/3 



pdedp 



Mxo Y /5 = ^(i-^)j o 2l dej o 3 (6-pcose) 2 pdp 



4 f 2 " f 3 p i ? 4 f 2 

'/5 = 7r de (36p-12p cose + p cos 9) dp =- 

' 9 Jo Jo 9 Jo 



2 3 

5--12P- 
2 3 



36^-12^cos6 + ^cos 2 e 



de^ 



M v 



'/«-UT 



81 
162-108cos6 + — (1+cos26) 



d6: 



1629-108sine+ 81 fe + ^ 6 - 
8 { 2 



2% 




M xoy/ 5 



-«o ■ o 81 f„ sin2-2jO („ „„_ . „ 81 f„ sinO 
324 7t- 108 sin27i+ 27C + - 0-108sin0+ 0+ 

8 2 8 2 



Beraz: 



M xoy/ 5 



81 

324 7t + — 7t 
4 



4 1377 1377 



9 4 



jc 



9 



M xoy/ 5 _ M xoy/ 5 _ 153 7C 

m/5 v 36n 



ic = 


153 7c 




17 
T 
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AZTERKETA FINALA 



LEHEN ATALA 



A.I.- y funtzioaren (x) aldagaiaren berredura garapena kalkulatu, x 3 duen gaian 

garapena mugatuz: 

y = Ln(cos x + sin x) [10 

puntu] 



A.2.- Ondorengo kurbaren zuzen ukitzailearen ekuazioa M (0, -1) puntuan kalkulatu 

x 3 + 2xy + y 2 -l = . 
Zuzenhorrek M(l, -2) puntuan kurbarekin elkargunea duela egiaztatu. 

[8 puntu] 

BIGARREN ATALA 
B.I.- Izan bedi z = z(x, y) funtzioa, ondoko eran definituta: 



L n z = r-x eta : r 1 = x 1 - y' . 
Frogaezazu: ~^~t = ~ — 3~~ • [8puntu] 



d 2 z _ (ry 1 -x 2 )z 
~dy~ 1 ~ ? 



B.2.- Izan bedi y"(t) + 3y'(t) + 2y(t) = f(t) , ekuazio diferentziala. 
Konboluzio-teorema erabiliz, y(0) = y'(0) = hastapen baldintzatako ekuazio 
diferentzialaren soluzio partikularren formula integral bat aurkitu. 

[8 puntu] 
B.3.- Integratu ondoko ekuazio diferentziala: 2xyy' = y 2 - x 1 - a 2 [8 puntu] 



HIRUGARREN ATALA 



C.I.- Ondorengo hiru integraletatik, ebatzi bi integral: 



dx 



(x-2)yfx-i 



dx 



l + tgx 



; h 



r r i\ 2 
x-1 



x + 1 



dx 



[8 puntu 



C.2- Izan bedi [V\, ondorengo gainazalek mugatutako gorputz homogenoa: 



[ctJ: x L + y =9; [ct 2 ]: x + z-6 = 0; [ct 3 ]: x + 3z-6 = 



1.- [V\ gorputza marraztu. 

2.-Gorputzaren bolumena V v = 36% dela egiaztatu, eta bere grabitate-zentruaren z c 



koordenatua z =H egiaz,a,„ baita ere. 

c 4 



[10 puntu 



JARRAIBIDEAK 

Mota guztietako bibliografia erabilgarria da. 



Azterketaren iraupena : 3 ordubete eta 15 minutu. 



Atalak bananduta aurkeztuko dira, ondorengo ordenean: 

. Lehen Atala: azterketa hasi eta ORDUBETERA. 

. Bigarren Atala: azterketa hasi eta BI ORDUBETERA. 

. Hirugarren Atala: azterketa hasi eta HIRU ORDUBETE eta Laurdenera. 



Ariketen puntuaketa (60 puntu, guztira) 



Kalifikazioen publikazioa: Ekainaren 7an, eguerdiko 13:30-etan. 
(5n. Solairuko iragarki-oholean). 

Berrikusketa: Ekainaren 14an, eguerdiko 12etan. 
(5n. solairuko Laburategi matematikoan). 
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MATEMATIKAREN HEDAPENA - AZTERKETA FINALA - Bilbo, 03-09-01 
Injeniaritza Elektrikoa eta Elektronikoa 



[ A orria ] 



Kalkula ezazu ondoko ekuazio diferentzialaren soluzio orokorra, 

y" + 2y' + 5y = e" x cos2x, 

ondoren adierazitako bi metodo erabiliz: 

1) Koefiziente indeterminatuen metodoa. 2) Parametroen aldakuntza metodoa. 

, Yi = e x cos 2x 
Ekuazio karakteristikoa: r +2r + 5 = => x = -\±2\ (s = 1) \ 

y 2 = e~ x sin 2x 



Homogeno asoziatuaren Soluzio orokorra: y HA = C t e x cos 2x + C 2 e x sin 2x 



1) Koefiziente indeterminatuen metodoa. 



e x cos 2x => Y = e x (Acos2x + Bsin2x)-x 

ga/ ez—homogenoa 

Y = e~ x (-x + 1) ( A cos 2x + B sin 2x) + xe x (-2 A sin 2x + 2B cos 2x) 

Y = xe * [(-A + 2B) cos 2x - (2A + B) sin 2x ] + e x ( A cos 2x + B sin 2x) 

Y ' = ^ x (-x + l)[(-A + 2B)cos2x-(2A + B)sin2x] + 

+ xe x [(-4A - 2B) cos 2x + (2A - 4B) sin 2x\ + e" x [(-A + 2B) cos 2x - (2A + B) sin 2x\ 

Y" ' = xe _x [(-3 A - 4B) cos 2x + (4A - 3B) sin 2x ] + e~ x [(-2A + 4B) cos 2x + (-4A - 2B) sin 2x\ 

Y ' + 2Y + 5 Y = xe' [(-3A - 4B - 2A + 4B + 5A) cos 2x + (4A - 3B - 4A - 2B + 5B) sin 2x ] + 

+e~ x [(-2A + 4B + 2A) cos 2x + (-4A - 2B + 2B) sin 2x\ = 
Y ' + 2Y + 5 Y = xe~ x [0 • cos 2x + • sin 2x ] + e~ x [4B cos 2x - 4A sin 2x] = e~ x cos 2x 



koefizienteak berdinduz 



Azkenik: A = 0, B = V* 



Ekuazio osotuaren Soluzio orokorra: 
2) Parametroen aldakuntza metodoa. 



y=yHA+ Y o = e x 


Cj cos2x + C 2 + — sin2x 



y = L x e x cos 2x + L 2 e x sin 2x 



L x e x cos 2x + L 2 e x sin 2x 







L. e *(-cos2x-2sin2x) + L 2 e v (-sin2x + 2cos2x) = e * cos2x 



h 










sin2x 










cos2x 




-sin2x + 2cos2x 




-sin2xcos2x 

2 


- sin 4x 


cos2x 




sin2x 


4 


-cos2x-2 


sin 


2x -sin2x + 2cos2x 
















. -1 r . . 


1 



L, = — sin 4x dx = — cos 4x + C, 



16 



L\ 



cos2x 

-cos2x-2sin2x cos2x 



cos" 2x 



cos 2x sin 2jc 

-cos2x-2sin2x -sin2x + 2cos2x 



f 



1 (l + cos 4x . 1 ( sin 4x . „_ 

L„ =— | dx = —\ x-\ + C, 



Azkenik: 



y^L^e" cos 2x + L e x sin 2x 



y = e v cos2x 



cos4x 
16 



C, + e ' v sin 2x 



x sin4x _ 

- + + C, 

4 16 



y = e x 


Cj cos2x + 


r x^ i 

C, +— sin2x 

V 4j J 



(*) 



cos4x _ sin4x . _ 
•coszxh sinzx 



16 



16 



_ , cos(4x - 2x) _. cos 2x 

e = e 

16 16 



(*) 



cos2x 



16 



^y, 



[B orria] 



3) Askatu ondoren adierazitako ekuazio diferentzialetako sistema, 



x'(t) + y(t)-x(t)-y(t) + t + 2 = 
x'(t)-y(t) + x(t)-y(t)-t = 



hurrengo hastapen baldintzatarako: x(0) = 1; y(0) = -1 



p-X(p)-l + p-Y(p) + l-X(p)-Y(p) = 4-- 

P P 



p-X(p)-l-p-Y(p)-l + X(p)-Y(p) = ^ 

P 



(p-l)-X(p) + (p-l)-Y(p) = ^^ 



(p+l)-X(p)-(p+l)-Y(p) = 



2p 2 +l 



X(p) + Y(p) = 



-2p-l 
P 2 (P-D 



X(p)-Y(p) = 4 P +1 



P 2 (P + D 



X(p) = 



Y(p) = 



(-2p-l)(p + l) + (2p 2 +l)(p-l) _ p 3 -2p 2 -p-1 



2p 2 (p + l)(p-l) 



p 2 (p + l)(p-l) 



(-2p-l)(p + l)-(2p 2 +l)(p-l) -2p 2 -4 



2p 2 (p + l)(p-l) 



2p(p + l)(p-l) 



X(p) 



P 3 -2 P 2 -P-1 
p 2 (p + l)(p-l) p p 2 p + 1 p-1 



A B C D 

- + — + + - 



p 3 - 2p 2 - p - 1 = Ap(p + l)(p - 1) + B(p + l)(p - 1) + Cp 2 (p - 1) + Dp 2 (p + 1) 



3. maila: 


1=A+B+C 


A = l 


p=0: 


-1 = -B 


B = l 


p=l: 


-3 = 2D 


C = 3/2 


p=-l: 


-3 = -2C 


D = -3/2 



x(t) = sr 1 [x(p)] = sr 1 



1 1 3/2 3/2 

- + — + 

P P P + l P-l 



l + t + -(e-' -e') 
2 



1 + t - 3Sht 



Y(p) = 



-P 2 "2 



A B C 

- + + - 



p(p + l)(p-l) p p + 1 p-1 



-p -2 = A(p + l)(p-l) + Bp(p-l) + Cp(p + l) 



p= 


=0: 


-2 = 


-A 


A = 


2 


p= 


=1: 


-3 = 


= 2C 


B = 


-3/2 


p= 


=-1: 


-3 = 


2B 


C = 


-3/2 



W]=z~ x [?($)] = z~ x 



2 3/2 3/2 



p p + 1 p-1 



2--(e-' + e') 
2 



2-3Cht 



4) Konboluzio teorema erabiliz, ondoren adierazitako ekuazio diferentzialaren soluzioaren 
formula integral bat aurkitu, 

x" + x' - 6x = f(t); x(0) = 1; x'(0) = 2 

Ebatz ezazu f(t) = 25e" 3t denerako. 



£[x" + x'-6x] = £[f(t)] ; x(0) = 1; x'(0) = 2 
p 2 -X(p)-p-2 + p-X(p)-l-6-X(p) = F(p) 



X(p) = 



F(p) , p + 3 



F(p) + p + 3 



F(p) 1 



p 2 +p-6 p 2 +p-6 (p+3)(p-2) (p+3)(p-2) (p+3)(p-2) (p-2) 



x(t) = sr 1 [x( P )] = sr 1 



F(P) , 1 



_(p+3)(p-2) (p-2). 



xr 



F(p) 



(p+3)(p-2) 



+ sr 



(P-2) 



x(t) = sr 1 



F(p) 



(p+3)(p-2) 



+ e z =e M +h(t) 



(*) 



Konboluzio teorema 



h(t) = S7 1 



F(p)- 



1 



(p+3)(p-2) 



[ f(t-T)-g(r)dr , non g(t) = S x 

JO 



1 



(p+3)(p-2) 



g(t) = £ x 



1 



(p + 3)(p-2)_ 



s- 1 



A B 

■ + ■ 



p+3 p-2 



s- 1 



-1/5 1/5 

■ + ■ 



p+3 p-2 



- e 2t -e" 3t 
5 L 



beraz: h(t) = S L 



F(p) 



(p+3)(p-2)_ 



\[f(t-T)-(e T -e- u )dz 



azkenik: (*) 



1 r' 



x(t) = e 2t +-J f(t-T)-(e 2T -e- 3T )dr 



-3t 



f(t) = 25e~ denerako: 



h(t) = £ x 



F(p) 



25 r t 
5 



(p+3)(p-2) 
h(t) = 5e 3 '\\e 5T -l)dz = 5e 3 ' 

J 



Ç e- 3(, - T) ■ (e 2T - e- 3T )dr = 5e- 3 ' Ç e 3T (e 2T - e- 3T )dr 

Jo Jo 

1 



. 5r 



5e 



t-\ — 
5 15 



h(t)= e 2 ' -5te 



-3 1 -3 1 



Azkenik: 



x(t) =h(t) + e 



lt -u 



2e"-5te"-e 



[ C orria ] 



5) Ondorengo lerroek mugatutako eremu planoaren grabitate zentruaren y c koordenatua 
kalkulatu: 



y 2 - 4y + x = 0; y 2 - 6y - x + 12 = 



a y 




x = 3 x = 4 



AZALERA 



n = f f dx dy = f dy[ } dx=[ (10 v - 2y 2 -12)dy ■■ 

" JJD J2 Jy 2 -6y+12 J2 



2 3 

10^-2^--12y 

2 3^ 



16 ) 16 
A n =45-18-36- 20-— -24 = — 5 



(« ) 



ARDATZEKIKO MOMENTUAK 



MnY = ydxdy = \ ydy\ dx = \ (10 y -2y~ -12) ydy ■ 

UA JJD J2 Jy -6y+12 J2 



3 4 2 

10 — -2^—12^- 

3 4 2 



M„ v =90 -"-54- [—-8-24 1=68- 



'ox 



403 
6 


5 
6 



G. beraz . 



M 0Y 


Moxl 


fM 0¥ 


Mox' 


f7/6 5/6^ 


f 7 


5 1 


m 


' m J 


Ia d 


"D J 


L 1 /3 ' 1 /3 J 


U' 


2 J 



[6] Biz [C] gorputz homogenoa, ondoren adierazitako gainazalek mugatutakoa, 

x 2 + y 2 + z 2 - 25 = (0 < y < 3) ; x 2 + z 2 + y -19 = (3 < y < 19) ; y = 

6.1 [C] gorputzaren grabitate-zentrua kalkulatu. 

6.2 [C] gorputza mugatzen duten gainazalen azalera totala kalkulatu. 



Analisia: 

x 2 +y 2 + z 2 -25 = (0<y<3) 



Biraketa - ardatza f y aldagaiari dagokiona) : OY, (x = z = 0) 



(big. mailako hiru gai, koef. berekoak) 
zentru 



Esfera 



0(0,0,0) 



Erradioa : V25 = JsJ ; x = z = => y = 5, beraz : P(0,5,0) 
Eskuin- integralarenlimitea (y askatu) 



^ 



<=> 



y = ^25-p 2 



Elkarguneakfz/r/tt/nfJ . 



\y = (ekuazioan ordezk.) : x + Z = 25 ,' p = 5 



proiekzioak 



\y = 3 (ekuazioan ordezk.) 



x 2 + z 2 =16 



• = 4 



X + Z + y - 1 9 = (3 < y < 19) : (big. mailako bi gai, koef. berekoak) - \ Paraboloide 



Biraketa - ardatza ( y aldagaiari dagokiona) : OY, (x = z = 0) ; Erpina : E(0, 1 9, 0) (maximoa) 
< Eskuin - integralaren limitea (y askatu) : 



y^^-x^-z 2 



<=> 



y = 19-p< 



Elkarguneak (z/'r/a/nf.,) . 



y = 3 (ekuazioan ordezk.) . 



2 2 

X +z 



16 



p = A 



proiekzioak 



y = 19 (ekuazioan ordezk.) : \ x +Z = \ ; p = <=> E(0, 19, 0) 



A Z 



x 2 + /..=25 



>' 




y = i y = 1 



Masa zentru - Kalkuluak 



Bolumena 



V =jjj c dxdydz = jjj c pdpdedy = jj DBn pdpdej o "' dy + JJ^pdpdeJ/ dy: 

v c=l„ de ! 4 [ 25 "Pl pd P+ j o dej o [i9- P -] P d P =2, v 





[(19-^1 


4 


-271 


+ 271 




= 







2- (-2) 





3 


M xoz 






momentu 








Mxoz 


= 


Lyd 



•[0-9-]-^-19 2 ] : 



1947t 



(3/2). (-2) 



JJJ ydxdydz = JJJ P dpdeydy = JJ P d P deJ p y d y+ jj DBi2 pd P dej o " y d y 



Mxoz=-j dej 4 (25-p-)pdp + -j o dej o (l9-p-) pdp 



2tc 
2 



,\2 



( 2S -P 2 ) 

2- (-2) 



n 

5 2tc 
+ — 
4 2 



( 19 -p 2 ) 3 

3 (-2) 



M xoz =^[0-9 2 ]-^-19 3 ]^ 



13907tc 



12 



(m-u 2 ) 



G, beraz . 



. 13907tc/12 

G = | 0, ,0 

194tc 



13907 

0, ,0 

2328 



Azalera 



x 2 +z 2 +y-19 = (3<y<19) : | Paraboloide 



A «2 = jj CT dc = Jlj-^ = jj a V(2x) 2 + (2z) 2 + 1 2 dxdz = || dbi2 VV^Tpdpde : 



Jct JJa C OS/?| JJct 

Aa2=j dej o (4p 2 +l) pdp=27c 



■ / 2 n. 3/2 

(4 P 2 +1) 
(3/2). (8) 



^[65» -1] 



(u 2 ) 



x 2 +y 2 +z 2 -25 = (0<y<3) : | Esfera 



A al = ff d _ = ff T^=ff -dxdz=ff -p__=pdpde- 

CTl JJa JJct cos/? JJo y JJdB11 / 2 5_ p 2 



f 2n f 2 / ,\-1/2 

Act i= 5 L de L( 25 -p) p d p= 2 - 5 



( 25 °pf 

(1/2). (-2) 



10tc[0-9 1 ' 2 ]: 



307C 



(u 2 ) 



AZALERA Totala: A, 



A ctI + A ct2 + A cj3 



-[65 3/2 -l] + 307i+5 2 7i= -[65 3/2 +329] 



Examen de Fundamentos Matematicos I 
Especialidades Electrica y Electronica 07-09-2005 



SOLUCION 



A.I.- Demostrar que el lugar geometrico de los puntos del plano complejo para los 
cuales se cumple 



arg 



z + 2 ) n 



z-2) 4 



(z = x + yi), 



es una circunferencia con centro en C(0, -2) y radio r = 2v2 , 



[6 PUNTOS] 



z + 2 _ x + 2 + iy _ [x + 2 + iy][x-2-iy] _ x 2 + y 2 -4-4yi 
z-2~ x-2 + iy~ ( x -2) 2 + y 2 ~ ( x -2f + y 2 



-> 



arg| \ = arctg 



-4y 



yx l + y l -4j 



71 

— ~+ 

4 ..2 , ,.2 



^ = «(1' = ' "> 

x l + y 2 -4 \4 , 



x 2 + y 2 + 4y-4 = ^ x 2 +(y + 2) 2 = (2j2f 
Resulta una circunferencia con centro en C(0, -2) y radio r = 2v2 



A.2.- La circunferencia x 2 + y 2 - I2a 2 = y la parabola y~ -4ax = se cortan en dos 
puntos P y Q. Demostrar que las rectas tangentes y normales a ambas curvas en 
cualquiera de estos puntos interceptan al eje OX en puntos que junto con el pie de la 
perpendicular a dicho eje, trazada por el punto de corte, forman cinco puntos 
equidistantes. [7 PUNTOS] 



Las curvas se interceptan, como se muestra en el grafico, segun los puntos P y Q 



x + y -\2a = 
y 2 -4ax = 



\x + 4ax-\2a =0 

• i -^ 

[y 2 -4ax = 

P(2a,2j2a); Q(2a,-2^2a\ 



x = 2a 

y = ±2v2a 




6a x 



Rectas tangente y normal a la circunferencia en p(2a,2y/2a) y cortes con OX 



x 2 + y 2 -l2a 2 = — --> 2x + 2yy' = -> y' = -x/y -> y'(P) = -1/V2 



y - y = y'(x - x ) — > y -2v2a = l-l/v2](x-2a) — > x = 6a 

y--^ =(_!//)(-_ -J _> y-242a = 42(x-2a) - v=0 > x = 



Rectas tangente y normal a la parabola en P (2a,2V_a) y cortes con 6>X 



-4az = -^— > 2yy'-4a = -> y' = 2a/y -> y'(P) = \/y/2 



y- y = y\x- x ) — > y-2yJ2a = (l/V2](x-2a) — > x = -2a 

y- y = (-l/y')(x-x ) — > y-2V2a = -V2(x-2a) — — — > x = 4a 

En efecto, se observa que los cinco puntos considerados equidistan (2a) unidades. 

A.3.- Hallar la derivada de la funcion z = 3x 4 - xy + y 3 en el punto M(l,2) segun la 
direccion de la bisectriz del primer cuadrante. [6 PUNTOS] 



dz — — 
La derivada direccional se define segun; — = VzV u 

de 

Donde Vz designa el gradiente de z en el punto y V u un vector unitario segun la 

direccion de derivacion. En nuestro caso: 

V^ = [l2x 3 -y,-x + 3y 2 ] -> V^(l,2) = [10,11] 
El vector unitario en la direccion cp = n/4 es; 



V t = [cos(ti/4), sen(7r/4)] = [l/V2, l/V2 ] = (l/V2 )[l, 1] 



Se obtiene; Vz.V B = V u = [10, 1 l].[l/V2, l/V2 



10 + 11 21 



V2 V2 



B.I.- Calcular el valor de la expresion E = y 



d z d z 



dx 2 dxdy 



para la funcion 



z = y.ç>(x 2 -y 2 ) , donde cp designa una funcion arbitraria derivable. [6 PUNTOS] 



z = y.cp(x 2 -y 2 ) 



dz_ 

dx 

dz_ 

^dy 



ycp'(2x) = 2xycp' 

cp+ ycp'(-2y) = cp-2y cp' 



-> <^ 



d\_ 
dx 2 
d 2 z 
^dxdy 



2 ,„» 



2ycp' + 2xycp"(2x) = 2ycp' + 4x ycp 



2xcp' + 2xycp"(-2y) = 2xcp' - 4xy 2 cp" 



-> 



y^4 + x -^- = y (2ycp' + 4x l ycp") + x (2xcp' - 4xy 2 cp") = 2 (x 2 + y 2 ) cp' 

dx' dxdy 



B.2.- Se consideran las curvas del plano para las cuales se cumple que el segmento 
interceptado sobre el eje de ordenadas por la normal trazada en un punto cualquiera 
P( x, y) es igual a la distancia entre dicho punto y el origen de coordenadas. Probar que 

la ecuacion diferencial del haz de curvas es xdx + iy- ^Jx 2 + y 2 ) dy = , y determinar 

sus trayectorias ortogonales. [6 PUNTOS] 



curva 




Ecuacion diferencial del haz de curvas 



Interseccion de la recta normal con el eje_P (x , y ) : 



Y-y = y '(X-x) x ~° > Y = OQ = y + x/y'\ OP = ^x 2 + y 2 



OQ = OP -> y + x/y' = ^x 2 + y 2 => xdx + iy-^x 2 + y 2 \dy = 



Trayectorias ortogonales 



En la ecuacion diferencial de las curvas se cambia (y') por (-l/y') 



y + x/y' = yft + y — J — — -> v 



2 /=-!// 



v* 2 



,_ y-^x_+y 
x 



Ecuacion diferencial homogenea que se integra haciendo, 



y = xu 



D „ t , ED v . f /7" 2 



-> y = u + xu 



ii 



du dx 

= + — = 



ln 



u + VI + u 7 



ln U = C — >ln 



(y/x) + y]i + (y/x) 2 



+ u L x 



c 



yjx 1 



— > y + V^" + y" = e 



y + V* 2 +.y ? =A, (A*0) 



B.3.- Obtener, a eleccion, una de las coordenadas x(?)ey(?), solucion del sistema de 
ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales: 



x"(t) + y(t) = 4 
y"(t) + x(t) = 
x(0) = jc'(0) = y(0) = y'(0) = 



[7 PUNTOS] 



Al aplicar el operador de Laplace e introducir las condiciones iniciales: 



' x"(t) + y(t) = 4 
y"(t) + x(t)=0 
x(0) = x'(0) = y(0) = y'(0) = 



p 2 X(p) + Y(p) = 4/p 
X(p) + p 2 Y(p) = 



Para resolver en X(p) e Y(p) se aplica la regla de Cramer. 



X(p) 



4/p 


1 







P 1 


1 


1 


P 1 



4p 



4 P 



p'-l {p + l){p -l)(p 2 +l) 



7(P): 



2 


4/p 


1 





P 2 


1 


1 


P 2 



p(p*-l) p(p+l)(p-l)(p 2 + l) 



Resulta mas sencillo resolver en x(t) . Se descompone X(p) en fracciones simples y se 
aplica el operador inverso de Laplace: 



X(p) 



4p 



A B Cp + D 

+ + - l 



(p + l)(p-l)(p 2 +l) P + l P-I P 2 +1 



A(p - 1) (p 2 + l) + B(p + 1) (p 2 + 1) + (Cp + D) (p 2 - 1) 
(p + l)(p-l)(/ + l) 



-><^ 



^ = 1^-4 = 45^5 = 1 
/? = -1 -> -4 = -4A -> A = 1 
p 3 :0 = A + 5 + C^C = -2 
/?°:0 = -A + _--_>^_> = 



X(p) 



2p 

p + 1 p-1 p +\ 



1 1 

■ + - 



-» x(f ) = <? ' + <?'- 2 cos ? = 2(cht - cos 



C.l.-Demostrar que el area D que limitan en el primer cuadrante las lfneas, 



y 



a 2 x 



a- x 



; 2x + y = 2a; y = , es A 



(n-\) 



^2 1 O 1 

Probar que si _) gira alrededor de OX genera un cuerpo de volumen: V = Ka 3 



Indicacion: Las lfneas se cortan en el punto M (a/2,a) 



[HPUNTOS] 




^ x 



1.- Calculo del area del dominio D 



CÇ C a Ç\2a-y)l l ç 

A D =\\ D dxdy=\ o dy\ a//(ai+/ _dx = \ { 



(2a - y) ay 2 



2 , 2 

a + y 



dy 



(2a-yY 



2 2 

a + y 



dy = — a 2 -Aa' 



a x 

-ay H arctg — 

a a 



A 3a „2 , „2 



4 



a + a ■ arctg\ 



2 2 2 

-a a n a 



4 4 4 



(71-1) 



2.- Calculo del Volumen del cuerpo de revolucion alrededor de OX 

2 

r»'- 2 f" 2 f' 2 ax r> r -i2 

V r =71 y'dx + n\ ydx = Ti\ dx + Ti\ \2(a-x)\ dx 

Jo Ja /2 Jo a _ _^ Jo /2 L J 



v c =4 







-a 2 +■ 



a-x 



ra r 2 3 I I 

dx + 4ii\ (a- x) dx = k\ -a x- a'L \a- x\ 



a/2 



+ 47T 



((3- X) 3 



71 



a/2 



-a 



3t a , 3. 

a L — V a L a 


4n 

+ — 


3 

o + ^ 


"2 


3 


8 



2 
finalmente 



V C =K 



3 3 

-a a 



2 6 



a L a + a L 2 + a L a 



n n 



n 



h fl L2 



7ttT 



3L 2-1 



C.2.- Un cuerpo [V] situado en el semiespacio y > esta limitado por las superficies: 
[oj: x 2 + z 2 =9; [a p ]: x 2 +9(z 2 -y) = [a 3 ]: y = 0. 



1. Mostrar que su volumen es V 



45tt 



2. ProbarqueJJJ yrfxJyrfz^sJ 71 (cos 4 e + 18sen 2 0cos 2 e + 81sen 4 e) dz 

3. Establecer la posicion del centro de gravedad de [V] 
Sugerencia: Puede aplicarse la propiedad de las integrales eulerianas: 

B(m,n) 
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1.- Calculo del Volumen del cuerpo [V] 




e =o aQ =2n 



Proyeccion cilindrica 



x +9z | 

y c =JJJ dxdydz = \\\ pdpdQdy = \\ pdpd$\ 9 rfy = --JJ (x 2 + 9z 2 )pdpd6 



y c =-JJ (cos 2 e + 9sen 2 e)p 3 Jprfe = --J 2,t (l + 8sen 2 e)JeJ 3 p 3 rfp 
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l + -(l-cos20) 
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[50-2sen20] 
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= 71 (W ) 
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2. Probarque: JJJ ydxdydz ^SJ^fcos 4 + 18sen 2 0cos 2 + 81sen 4 0) Jz 



M 10l =ffi ydxdydz = $ dxdz\ 9 ydy=— ^ [(x 2 + 9z 2 ) 2 ~\dxdz 
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1 1 9 3 

ff (cos 2 + 9sen 2 0) 2 p 4 pdpd0 = f *(cos 2 + 9sen 2 0) 2 J0f p 5 rfp 

162 JJfl > v v v 162 Jo Jo 
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+ 9sen 2 0)J0 



3 81-9 f 2« 



o 162-6 



— f 2 *(cos 2 + 9sen 2 0) 2 d0 



3 .e*ft 



M xoz =--4j (cos 4 + 18sen 2 ecos 2 9 + 81sen 4 e)je 



4 Jo 



M xoz =3j V2 (cos 4 e + 18sen 2 ecos 2 e + 81sen 4 e)je 



3. Centro de gravedad.- Calculo 

•V- 4 „ ,„ „ . „ t n ft 



7t/: 



M I0Z = 3j" " cos 4 J0 + 3 • 18j" " sen 2 0cos 2 dQ + 3 • 8lJ" " sen 4 dQ = 3 Ii+54 I 2 +243 I 



1 



1 



1 



M X0I =3- -5(5/2,1/2) + 54- -5(3/2,3/2) + 243- -5(1/2,5/2) 



M, 



3T(5/2)-r(l/2) 54T(3/2)-r(3/2) 243 r(l/2)-T(5/2) 
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Por la simetrla del cuerpo [V] alrededor del eje OY, se sabe que su centro de gravedad 
estara situado en el antedicho eje OY. Por tanto: 
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M l0l _ 9971/2 _ 99 _ 11 

V, ~45tu/2~45~ 5 
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Examen de Fundamentos Matematicos I 
Especialidades Electrica y Electronica 23-01-2006 



PRIMER CUATRIMESTRAL 



Al. Justificar que, 4x - 4y - 2 1 = 0, es una recta tangente a la parabola y = x 2 - 2x - 3, 
paralela a la cuerda que une los puntos A(0, -3); 5(3, 0) . [4 puntos] 



La funcion es continua y derivable en todo el eje. Si se aplica el teorema de Lagrange en el 
intervalo [0, 3] : 

y = x : -2x-3 -> y' = 2x-2 LJggggg > 

m ~ fia) -f'(c), ce(a,b):^p- = l = 2c-2 ^ c = 3/2 => y (3/2) = -15/4 



b-a 



3-0 



Luego en M (3/2,-15/4) la tangente es paralela a la cuerda AB . Su ecuacion es: 
y-y( c ) = y '( c )( x - c ) -+ v + 15/4 = 1 (x - 3/2) ^> 4x-4y-21 = 



El ejercicio se ilustra con la figura. 




fl(3,0) x 



A(0,-3) 



(3/2,-15/4) 



satisface la ecuacion diferencial 



A2. Comprobar que y = I X + \jx 2 + 1 1 

(l + x 2 )y' + x/-9y = 0, 

y demostrar que sus derivadas cumplen la relacion recurrente: 



(l + x 2 )y {n+2) + (2n + l)xy (n+l) +(n 2 -9)y (n) =0. 



[8 puntos] 



Derivando una vez: 

y = (x + y/x 2 +l\ —^ y' = 3(x + yJx 2 +lY 
Al quitar denominadores y derivar de nuevo: 

y 



3(x + Vx 2 +l) 

Vx 2 +ly \Jx 2 +l 



s/x T +T = 3(x+Vx T +T) -^y'yf7+A+-^==9^x+yf7+i) 

(l + x 1 )y" + xy' = 9(x + 4x T +l) => (l + x 2 )y" + xy'-9y = 



1 + 



x 



47+1 



-> 



Para obtener la relacion de recurrencia se aplica la formula de Leibniz a los miembros de la 
ecuacion diferencial. 






^ 



fn^ 



f„\ 



vOy 



(n+l) 

V X + 



r«\ 



vly 



/">-9/">=0 -> 



( " +2) (l + x 2 ) + y ( " +,) 2x + y W 2 + 
w v-V 

(l + x 2 ) y (n+2) + 2nxy (n+[) + n(n - l)y (n) + xy (n+l) + ny (n) - 9y w = => 

(l + x 2 )y ( " +2) + (2n + l)xy (n+l) +(n 2 -9)y W = 
A3. Hallar las cinco primeras derivadas de la funcion en x = y justificar la estimacion 



9 



15 4 



y«l + 3x + — x + 4x~ + — x' . 
2 8 



[8 puntos] 



Se concreta la ley de recurrencia para x = : 

(l + x 2 )y ( " +2) + (2n + l)xy ( " +,) +(n 2 -9)y w =0 -^-==> y ( " +2) (0) = (9-n 2 )y w (0) 

En x = 0: v(0) = l; y'(0) = 3 . Dando valores « = 0,l,2y3, se calculan las siguientes 
derivadas: 

n = 0: y"(0) = 9y(0) = 9 

n = 1 : v '"(0) = 8/(0) = 24 

n = 2: y /v (0) = 5y"(0) = 45 

n = 3: /(0) = 0y'"(0) = 



>' 



(n+2) 



(0) = (9-n 2 )y W (0) 



Para justificar la estimacion se desarrolla la funcion en potencias de (x) mediante la formula 
de MacLaurin: 

y = y(0) + -^/(0) + | [ /'(0) + ^y"'(0) + ^/ l/ (0) + ^/(0) + ... -> 



9 15 y 

y =l + 3x + -x 2 + 4x 3 + — x 4 + R 5 => y « l + 3x + -x 2 + 4x 3 



9 

2 



15 



Bl. Probar que la funcion z = z(x, y) definida de forma implicita segun z 2 = x 2 4(z/y), 
donde <f> designa una funcion arbitraria diferenciable, satisface a la ecuacion de Euler 
para funciones homogeneas 

8z 8z Mft , , 

x \-y — = z. [lOpuntos] 

dx dy 

dz dz 

Calculo de las derivadas parciales empleando la notacion — = p; — = p : 

8x dy 



z = x .</>(z/y) -> 



d/dx 



-> 2zp = 2x.<f> + x 2 0'.(p/y) — > p 



2xyt/) 



S/dy 



■> 2zq = x 2 (/>' 



l y 2 ) 



2yz-x 2 t/)' 

.2 ll 



-* Q 



-x l z</>' 



T-,.J.i 



2y z-x y</> 



Al sustituir en la ecuacion en derivadas parciales: 



dz dz 
x \-y- 



x- 



2xyt/) 



u + y-. 



-x 2 z</)' 2x 2 y(/>-x 2 z(/>' 



8x " dy 2yz~x 2 (/>' 2y 2 z~ x 2 yt/>' 2yz-x 2 (/> 
_ 2yz 2 - x 2 z(/)' 2yz - x 2 (/)' 



2yz-x 2 </>' 2yz-x 2 (/)' 



-z = z 



B2. Determinar los extremos relativos de la funcion z = xy + 16/jc + 4/ y . [10 puntos] 



Puntos criticos: Se obtiene como unico puntoM(4,l). 



z = xy + l6/x + 4/y -> 



8z_ 
8x 
8z_ 
8y 



0^y-l6/x 2 =0^x 2 y-l6 = 
0^x-4/y 2 =0^xy 2 -4 = 



-> x = 4; y = l 



A traves del criterio del hessiano: 



H[z(x,y)\ 



8 z 8 z 



8x 2 8x8y 
8 2 z 8 2 z 



dydx 8y 
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X 
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l 


3 

y 



256 

3 3 

x y 



l -> 



8 l z 



l 



H[z(4,l)] = 3>0; -±(4,l) = ->0 

L J 8x 2 



z(4,l) = l2 esunminimo 



C.l Mediante sustituciones adecuadas reducir a eulerianas y verificar los resultados 
que se indican para dos de las tres integrales siguientes: [10 puntos] 



dx 3x 



r 1 



o [x+A) 



512 



dx _r(i-i/n)r(i/n) 



"il 



o yli-x 



/ 3 = f xln 5 (l/x)dx 
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dx 



o [x 2 + A) 

i 



x = 2tgt 



dx 



dt 



cos t 



(4tg 2 t + 4) 



3 2 . 

cos £ 



dt 



2 f -a 4 

, cos 

4 J Jo 



/j = — I cos t dt 



i i j5 n 1 UJ 12 



32 2 



■P 



V- 



2 2j 64 T(3) 



1 2 2 \2 [2 3tt 



1 64 



512 



/•' 



dx 



oVT 



-» 



x 



X = t 



tj i n 



-> 



/ 2 =If 1 (i-0"V" nH rft=--pfl- 



1 1 

n n 



por tanto: 



_i r(i-i/»)r(i//i)_r(i-i//i)r(i/») 

2 ~n T(l) " n 



/ 3 = [ xln 5 (l/x)rfx 



x = <? 

<ix = -e~'dt 



h=~\ e~'t 5 e'dt = \ a 'e" 2 '; 5 df 



/ 3 = e~ 2t t 5 dt 



-> 



2? = z 

dt = —dz 

2 



-^h 



fzV 1 f°° 5 1 

e z - Uz = — J o z^Vz = — r(6) 



A=^r(6) = --5! 



1 „. 5-4-3 -2 15 
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C.2 Evaluar mediante calculo integral el area plana definida mediante: 

[Lj x 2 + y 2 -2x-2y + l<0; [L 2 ] x 2 + y 2 -4y + 3<0 [10 puntos] 

La frontera del dominio esta formada por dos circunferencias: 



\\ (x-l) 2 +(y-l) 2 =l \ centro:(\, l); R = l 



L 2 : x 2 +(y-2) 2 =\ 



-> 



centro: (0,2); R = l 



y=l + Vl-(x-l) 2 
y = 2- VI -x 2 



l+Vi-u-D 2 




Calculo del area del dominio 



A= [ \\ + y]\-(x-\) 2 -(2-yj\-x 2 )\dx= [ \y]\-(x-\) 2 +J\-x 2 -\ 
J o L J J o L 



dx 





A 


=R-u-D 2 ^+r 


-A 


-x 2 dx- r 

Jo 


dx = I { +I 2 - 


1 




h 




x - 1 = sin t — > <±. = cos ? _/? 
fx = l^f = 






=|Vi-u-i) 2 _&^ 


-> 






[x = -^- t = -x/2 






f° 2 
/ = cos" tdt = 

1 J-tt/2 


? sen 2? 

— + 

2 4 









x = sin ? — > dx = cos t dt 

x = \^>t = — 

2 




/ 2 = VI - x 2 dx 


("I 2 2 , 71 

— > /, = cos tdt = — 

2 Jo 4 






x = 0->? = 




Finalmente: 


A = /, +/ _ —1 = 2 — — 1 = — — 1 

12 4 2 



